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PREFACE 


“现代 控制 理论 "课程 是 高 校 自动 化 及 相关 专业 的 必修 课程 之 一 ; 其 中 基于 状态 空间 理 
论 的 动力 学 系统 分 析 与 综合 ,也 是 国际 众多 名 校 自动 化 电气 等 学 科 知 识 体系 的 重要 组 成 
部 分 。 

本 教材 的 第 1 版 ,融入 了 多 年 来 教学 过 程 中 师 生 的 共同 思考 ,在 一 些 概 念 、 思 想 、 表 述 、 
方法 上 避免 简单 重复 、 人 云 亦 云 ,深刻 训 析 精神 实质 ,运用 简练 通俗 的 语言 分 层 表述 ,指出 了 
以 往 教材 不 曾 强调 的 很 多 常见 误区 。 由 于 内 容 的 新 颖 性 ,经 两 届 教 学 使 用 ,受到 了 学 生 们 的 
好 评 , 实 现 了 预期 的 目标 。 

同时 ,在 第 1 版 教材 的 使 用 过 程 中 ,经 过 师 生 进一步 的 问答 交流 和 学 生 们 理论 联系 实际 
的 科技 实践 活动 ,又 有 一 些 新 观点 ,新 理念 被 陆续 提出 、 充 分 讨论 和 细致 论证 ,同时 发 现 一 些 
新 误区 。 再 版 教材 能 够 让 这 些 新 知识 面向 更 为 广泛 的 受众 ,使 之 接受 大 家 的 检验 ,进而 启发 
更 多 的 学 生 思 考 .评判 并 提出 改进 意见 。 

这 次 再 版 ,把 第 1 版 两 年 使 用 过 程 中 的 新 观点 、 新 理念 ,新 结论 以 及 新 误区 写 入 其 中 。 
与 第 1 版 相 比 ,在 指导 思想 上 ,一 脉 相 承 ; 在 内 容 安排 上 ,是 继承 和 创新 的 有 机 融合 ; 在 文字 
表述 上 也 进行 了 局 部 的 修改 和 完善 。 

衷心 感谢 东北 大 学 自动 化 专业 两 届 学 生 以 及 其 他 院 校 广大 师 生 读者 对 第 1 版 教材 的 积 
极 反 馈 。 这 些 反馈 , 正 是 本 教材 得 以 改进 和 再 版 的 深层 动力 。 欢 迎 大 家 各 种 形式 的 探讨 , 继 
续 对 第 1 版 和 再 版 教材 提出 批评 指正 ! 


编著 者 

电子 邮件 : shihaibin@ise. neu. edu. cn 
QQ: 1318352261 

2017 年 10 月 
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PREFACE 


“现代 控制 理论 "课程 作为 高 校 自动 化 及 相关 专业 的 必修 课程 和 某 些 专 业 研究 生 阶 段 的 
选修 课程 ,教材 众多 。 本 书 特点 如 下 : 

指导 思想 方面 ,强调 融入 多 年 来 教学 过 程 中 师 生 的 共同 思考 ,在 一 些 概念 ,思想 、 表 述 、 
方法 上 避免 简 音 重复、 人云亦云 ,而 是 深刻 剖析 精神 实质 ,并 用 简练 通俗 的 语言 分 层 表 述 。 
基于 此 ,本 书 指出 了 以 往 教材 不 曾 强 调 的 一 些 常 见 误 区 ,并 加 以 更 正 。 

具体 内 容 方面 ,部 分 特色 之 处 简 述 如 下 。 

第 1 章 讲 述 控制 系统 的 状态 空间 模型 : 

@ 结合 基础 的 传递 函数 和 高 阶 微分 方程 描述 ,首次 明确 了 状态 变量 的 数学 和 物理 
本 质 。 
@ 在 串联 分 解 和 并 联 分 解 中 补充 了 共 轿 复 根 以 及 共 思 复 根 欠 加 重 根 的 情况 。 相 对 于 
以 往 教材 ,这 部 分 内 容 更 为 完整 。 

第 2 章 讲 述 控制 系统 的 状态 响应 : 

@ 考虑 工科 学 生 的 特点 ,简化 推导 ,避免 以 往 教材 过 于 数学 化 的 处 理 方式 。 

@ 指出 了 和 矩阵 指数 有 限 项 多 项 式 展开 中 系数 未 必 线 性 无 关 。 

@ 指出 了 初 态 响应 和 输入 响应 的 内 在 联系 。 

@ 结合 实例 指出 虚 轴 极点 导致 等 幅 振 荡 这 一 误区 。 

@ 强调 了 系统 初始 时 刻 的 相对 性 ,为 能 控 能 观 、 稳 定性 等 后 续 概念 打 好 基础 。 

第 3 章 讲 述 控制 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 : 

@ 以 全 新 的 视角 前 析 了 能 控 能 观测 的 时 间 空间 特性 。 

@ 强调 了 以 往 教 材 绝 少 提 及 的 能 观测 概念 的 时 间 顺 序 问题 ,并 作为 单独 一 节 , 从 而 使 
能 观测 性 概念 真正 和 应 用 联系 起 来 。 

@@ 强调 了 能 控 能 观测 主要 是 针对 系统 外 部 信号 ,针对 的 是 扩张 系统 和 扩张 状态 。 这 样 
就 打消 了 学 生 由 于 实际 被 控 对 象 能 控 能 观测 而 产生 的 能 控 能 观 无 用 论 。 

第 4 章 讲 述 自 治 系统 的 稳定 性 理论 : 

@ 以 全 新 的 视角 放 析 了 稳定 性 的 时 间 空间 特性 。 

@ 强调 了 Lyapunov( 李 雅 普 诺 夫 ) 稳 定 、 渐 近 稳 定 和 不 发 散 的 关系 ,指出 Lyapunov 稳 
定 等 价 于 不 发 散 这 一 误区 。 

@ 给 出 了 Lyapunov 第 二 方法 的 简单 数学 本 质 , 在 此 过 程 中 指出 了 关于 吸引 域 的 一 个 
常见 误区 。 

第 5 章 讲 述 线性 控制 系统 的 设计 理论 : 

@ 以 全 新 的 视角 剖析 了 静态 输出 反馈 和 动态 输出 反馈 的 概念 、 功 能 .设计 特点 , 拉 近 理 
论 和 应 用 的 距离 。 

@ 给 出 了 状态 观测 器 的 一 般 概念 ,使 学 生 做 到 透彻 理解 ,并 从 概念 上 指出 了 状态 观测 
器 系统 输出 方程 的 一 个 常见 误区 。 
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第 6 章 讲述 离散 控制 系统 : 

指出 离散 情形 由 于 系统 矩阵 未 必 可 逆 导 致 的 状态 转移 矩阵 未 必 可 着, 使 得 与 连续 系统 
相 平 行 的 能 控 性 判 据 失去 了 必要 性 , 仅 为 充分 条 件 。 

各 章 建议 学 时 : 包括 绪论 在 内 ,全 书 共计 7 部 分 。 可 参考 2.8、6、6、6、10、2 共计 40 学 
时 来 进行 。 对 于 总 课时 多 于 或 少 于 40 学 时 的 情况 ,教师 可 自行 酌情 增 减 。 

本 书 主要 参考 文献 已 在 书后 列 出 ,特别 是 受益 于 清华 大 学 吴 鹿 教 授 和 郑 大 钟 教授 以 及 
Hassan K. Khalil 的 著作 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 。 

《 礼 记 》 中 说 :“ 学 然后 知 不 足 , 教 然后 知 困 。 知 不 足 ,然后 能 自 反 也 。 知 困 ,然后 能 自强 
也 。 故 日 : 教学 相 长 也 。?” 本 书 既 是 教学 相 长 . 师 生 相互 问答 .思考 的 结晶 ,也 必 将 在 后 续 的 
教学 过 程 中 继续 动态 完善 。 

由 于 编者 能 力 所 限 , 书 中 错漏 、 雇 误 、 不 妥 之 处 县 请 广大 读者 批评 指正 。 不 论 周 尺 天 涯 ， 
智慧 的 读者 永远 是 本 书 编著 者 的 良师益友 ,是 科技 和 社会 进步 的 动力 源泉 。 


编著 者 

电子 邮件 : shihaibin@ise. neu. edu. cn 
QQ: 1318352261 

2015 年 9 月 
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绪论 
0.1 系统 与 自动 控制 
自动 控制 的 研究 对 象 是 系统 。 
系统 的 概念 和 含义 非 党 广泛。 系统 是 由 相互 关联 相互 作用 的 若干 部 分 按照 一 定 规律 组 
合 而 成 的 ,具有 特定 功能 的 整体 。 


系统 最 基本 的 特征 是 其 整体 性 。 系 统 的 行为 和 功能 是 由 其 整体 所 决定 的 。 系 统 可 以 具 
有 其 组 成 部 分 所 没有 的 功能 。 组 成 部 分 相同 但 相互 关联 不 同 的 两 个 系统 ,可 呈现 出 完全 不 
同 的 行为 和 功能 。 

系统 可 以 具有 完全 不 同 的 背景 ,如 工程 系统 .生物 系统 、 经 济 系统 ,社会 系统 等 。 但 在 系 
统 理论 中 ,常常 可 以 忽略 系统 具体 的 含义 ,将 其 抽象 为 一 般 意 义 下 的 系统 加 以 研究 。 这 样 做 
有 助 于 揭示 系统 的 一 般 特 性 。 

系统 的 概念 具有 层级 性 。 系 统 的 每 个 组 成 部 分 也 可 以 是 系统 ,而 系统 自身 又 可 以 是 一 
个 更 大 系统 的 组 成 部 分 。 

系统 有 动态 和 静态 之 分 。 动 态 系 统 又 称 为 动力 学 系统 ,含有 动力 学 特性 ,其 模型 描述 中 
有 系统 变量 的 导数 项 或 差分 项 , 亦 即 系统 由 微分 方程 或 差分 方程 来 表示 ; 而 静态 系统 可 由 
单纯 的 变量 间 的 代数 方程 来 表示 。 在 系统 与 控制 理论 中 ,主要 研究 动态 系统 。 

通常 ,在 特定 输入 下 研究 系统 的 运动 规律 , 称 为 系统 分 析 ; 为 了 实现 一 定 的 动 .静态 性 
能 要 求 (如 调节 时 间 、 超 调 量 、 稳 态 误差 等 ) 而 研究 改变 系统 运动 的 可 能 性 和 方法 , 称 为 系统 
综合 。 前 者 属于 认 知 系统 ,后 者 则 是 改造 系统 。 

术语 “综合 "与 “设计 ?一 般 说 来 有 所 不 同 。 前 者 在 应 用 上 可 实现 的 前 提 下 确定 控制 律 的 
形式 和 参数 ,而 后 者 还 要 考虑 控制 系统 构成 的 一 些 实际 问题 ,如 线路 \ 元 件 的 选取 。 本 书 中 
对 这 两 个 术语 不 加 严格 区 分 。 


0.2 控制 理论 的 发 展 历程 


人 类 利用 控制 技术 的 历史 ,可 以 追溯 到 几 千 年 前 。 但 是 ,把 控制 技术 在 工程 实践 中 的 规 
律 加 以 总 结 提高 .进而 以 此 为 指导 去 推进 工程 实践 ,形成 自动 控制 理论 ,成 为 一 门 独立 的 学 
科 , 则 是 20 世纪 初期 和 中 期 的 事情 。 

按照 时 间 顺 序 ,控制 理论 的 各 个 阶段 分 述 如 下 。 

1. 经 典 控制 理论 

经 典 控制 理论 起 源 于 20 世纪 20 年 代 。 在 20 世纪 20 一 40 年 代 之 间 , 曾 涌现 出 很 多 经 
典 控制 理论 的 先驱 ,如 Minorsky、Nyquist\Hagen、Bode 和 Wiener 等 。 他 们 的 工作 为 经 典 
控制 理论 莫 定 了 基础 ,同时 促进 了 第 二 次 世界 大 战 中 很 多 武器 和 通信 自动 化 系统 的 研制 。 

第 二 次 世界 大 战 后 ,学 者 们 总 结 了 武器 研制 和 设计 方面 的 实践 经 验 , 陆 续 出 版 了 基于 经 
典 控 制 理论 的 专著 ,建立 了 较为 系统 的 伺服 理论 。 这 对 战 后 的 许多 实际 自动 控制 过 程 起 到 
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了 重要 的 指导 作用 ,也 为 人 类 进入 宇宙 空间 做 出 了 贡献 。 

第 二 次 世界 大 战 后 到 20 世纪 50 年 代 中 期 ,控制 理论 又 得 到 了 新 的 发 展 , 出 现 了 根 轨迹 
法 , 非 线性 系统 的 谐 波 近似 法 ( 即 描述 函数 法 )、 采 样 控制 系统 、 自 寻 优 控制 和 部 分 最 优 控制 、 
多 变量 系统 、 系 统 灵敏 度 分 析 以 及 动态 系统 测试 等 新 内 容 。 

概括 地 说 ,经 典 控制 理论 具有 以 下 特征 。 

@ 以 单 变量 线性 定常 系统 为 主要 研究 对 象 ; 

@ 以 频率 域 方法 作为 研究 控制 系统 动 .静态 特性 的 主要 技术 ; 

@ 以 各 种 图 表 , 如 Nichles( 尼 切 莱 斯 ) 图 .Bode( 伯 德 ) 图 .Nyquist( 奈 奎 斯 特 ) 曲 线 、 根 
轨迹 、Routh( 劳 斯 ) 表 作为 系统 分 析 和 综合 的 主要 技术 手段 。 

2. 现代 控制 理论 

现代 控制 理论 起 源 于 20 世纪 60 年 代 , 形 成 的 标志 是 : 

。 贯穿 系统 描述 ,分析 与 综合 全 过 程 的 状态 空间 方法 ; 

。 最 优 控制 中 的 Pontryagin( 庞 特 里 雅 金 ) 极 大 值 原理 和 Bellman( 贝 尔 曼 ) 动 态 规 划 ; 

。 随机 系统 理论 中 的 Kalman( 卡 尔 曼 ) 滤 波 。 

由 此 ,实现 了 经 典 控制 理论 与 现代 控制 理论 的 接轨 。 

较 之 于 经 典 控制 理论 ,现代 控制 理论 具有 以 下 特征 : 

(1) 以 多 变量 的 线性 系统 和 非 线性 系统 为 研究 对 象 。 近 代 工 业 过 程 和 航空 ,航天 等 许 
多 领域 中 的 实际 系统 都 是 非常 复杂 的 ,表现 为 环节 非 线性 .多 变量 耦合 以 及 参数 时 变 等 现 
象 。 这 些 系统 都 在 现代 控制 理论 的 研究 之 列 。 例 如 ,作为 现代 控制 理论 形成 标志 之 一 的 
Pontryagin 极 大 值 原理 ,就 是 针对 一 般 的 非 线性 、 多 变量 和 参数 时 变 系 统 提出 的 。 

(2) 以 时 间 域 ,尤其 是 状态 空间 方法 为 主要 方法 。 现 代 控 制 理论 通常 在 时 间 域 上 建立 
系统 的 状态 空间 模型 ,进而 进行 各 种 定性 、 定 量 的 分 析 以 及 控制 律 设计 。 

(3) 以 现代 数学 理论 为 主要 分 析 手 段 。 不 同 于 经 典 控 制 理 论 中 的 复 变 函数 和 Laplace 
变换 ,现代 控制 理论 以 线性 代数 、 和 矩阵 理论 、 微 分 方程 Lie 代数 ,现代 微 分 几何 等 作为 主要 
工具 ; 以 往 看 似 与 自动 控制 无 缘 的 一 些 数学 工具 ,也 已 经 或 正在 进入 控制 理论 的 研究 领域 。 

(4) 以 计算 机 为 主要 的 分 析 设计 工具 。 在 经 典 控制 理论 中 ,由 于 研究 对 象 相 对 简单 ,人 
们 利用 图 表 , 通 过 手工 即 可 完成 分 析 和 设计 ; 但 在 现代 控制 理论 中 ,这 样 的 做 法 很 难 行 得 
通 。 由 于 对 象 相对 复杂 ,分 析 和 设计 中 的 各 种 计算 基本 要 利用 计算 机 来 实现 。 

控制 系统 计算 机 辅助 设计 (Control System of Computer Aided Design,CSCAD) 以 计算 
机 为 工具 ,以 现代 控制 理论 为 依据 ,已 经 日 趋 完善 ,并 在 实际 中 得 到 了 重要 应 用 。 计 算 机 用 
于 系统 分 析 设 计 , 在 计算 方面 具备 明显 的 优越 性 。 此 外 ,在 计算 机 上 可 以 修改 系统 参数 , 因 
而 能 对 不 同 参 数组 合 以 及 多 种 控制 方案 进行 充分 的 分 析 比 较 ; 而 借助 于 计算 机 的 图 形 显示 
功能 , 则 可 以 全 面 直观 地 获取 系统 的 动 .静态 特征 。 

现代 控制 理论 包括 线性 系统 理论 、 最 优 滤波 理论 、 系 统 辨识 、 最 优 控 制 、 自 适应 控制 和 非 
线性 系统 理论 等 主要 分 支 。 

1) 线性 系统 理论 

线性 系统 分 析 与 设计 的 理论 和 方法 是 现代 控制 理论 的 基础 ,主要 研究 线性 系统 的 模型 
描述 ,变量 运动 规律 以 及 改变 运动 规律 的 可 行 性 与 方法 ,揭示 系统 结构 .参数 .行为 和 性 能 之 
间 的 定性 和 定量 关系 。 线 性 系统 理论 包括 系统 的 模型 描述 、 状 态 响 应 、 能 控 性 、 能 观测 性 、 稳 


定性 ,状态 反馈 、 状 态 观 测 器 .内 模 原 理 和 和 鲁 棒 调节 器 等 内 容 。 

2) 滤波 理论 

滤波 的 研究 对 象 是 受到 外 部 信号 干扰 的 动力 学 系统 ,如 由 随机 微分 方程 或 随机 差分 方 
程 所 描述 的 随机 系统 ,或 受到 幅 值 有 界 或 能 量 有 界 ( 如 脉冲 ) 信 号 干扰 的 系统 。 滤 波 就 是 利 
用 被 干扰 信和 号 污染 的 量 测 数据 ,按照 某 种 准则 ,获得 有 用 信号 的 最 优 估计 或 满足 指定 要 求 的 
估计 。Kalman 滤波 理论 用 状态 空间 法 设计 的 最 佳 滤 波 器 ,实用 性 强 且 可 适用 于 非 平稳 过 
程 ,是 滤波 理论 的 一 大 突破 。H. 滤 波 方法 在 干扰 信号 能 量 有 界 的 前 提 下 可 以 获得 有 用 信号 
的 最 优 或 次 优 ( 即 满足 给 定 要 求 ) 估 计 , 无 需 干扰 信号 的 振 型 .测量 值 、 变 化 率 或 均值 方差 等 
具体 信息 ,适用 面 广 。 

3) 系统 辨识 

建立 系统 的 数学 模型 既是 系统 研究 的 一 个 独立 模块 ,又 是 广义 的 系统 分 析 的 一 部 分 ,是 
系统 研究 的 基础 性 工作 。 很 多 情况 下 ,由 于 各 种 条 件 的 限制 ,根据 系统 机 理 建 立 系 统 模型 并 
非 总 能 奏效 。 例 如 ,化 工 过 程 中 的 物理 学 规律 不 像 力 学 和 电磁 学 系统 那么 明确 ,因而 机 理 建 
模 难 以 执行 。 即 便 是 力学 和 电磁 学 系统 ,由 于 间 际 、 滞 环 ,饱和 、 死 区 等 非 线性 特性 和 磁场 分 
布 不 均匀 等 客观 因素 ,机 理 建 模 客观 上 也 可 能 存在 较 大 误差 。 

系统 辨识 就 是 在 系统 的 输入 -输出 的 实验 数据 的 基础 上 ,按照 某 种 原则 确定 出 一 个 最 符 
合 实验 数据 的 系统 模型 。 若 模型 的 结构 形式 已 知 但 某 些 参数 未 知 , 则 只 需 用 输入 -输出 的 量 
测 值 来 确定 其 参数 , 称 为 参数 估计 ; 而 同时 确定 模型 结构 形式 和 参数 的 则 称 为 系统 辨识 。 

4) 最 优 控制 

实用 的 控制 方法 ,往往 一 方面 要 求 某 些 性 能 指标 满足 给 定 要 求 或 达到 最 优 ,同时 对 控制 
量 本 身 也 有 幅 值 和 能 量 等 约束 。 最 优 控 制 就 是 在 给 定 限制 条 件 和 性 能 指标 下 ,寻找 使 系统 
性 能 在 一 定 意义 下 为 最 优 的 控制 规律 。 这 里 所 说 的 “限制 条 件 ” 是 指 物理 上 对 系统 所 施加 的 
一 些 限 制 ; 而 “性 能 指标 ”是 为 评价 系统 的 优 劣 而 规定 的 标准 。 在 解决 最 优 控制 问题 中 ， 
Pontryagin 极 大 值 原理 和 Bellman 动态 规划 法 是 两 种 具有 代表 性 的 方法 ,它们 以 不 同 的 形 
式 给 出 了 最 优 控制 所 必须 满足 的 条 件 。 

5) 自 适应 控制 

自 适应 控制 是 指 随 时 修正 系统 的 数学 模型 并 在 线 调 整 系 统 的 控制 律 。 当 被 控 对 象 内 部 
的 结构 和 参数 以 及 外 部 的 环境 存在 不 确定 干扰 时 ,系统 能 对 有 关 信 息 实现 在 线 测量 和 处 理 ， 
从 而 不 断 地 修正 系统 结构 的 有 关 参 数 和 控制 增益 ,使 之 处 于 所 要 求 的 最 优 状态 或 满足 设计 
要 求 。 

常用 的 自 适应 控制 方案 有 编程 控制 \ 模 型 参考 自 适应 和 自 校正 控制 ,其 中 以 自 校正 自 适 
应 最 具 代 表 性 。 自 适应 控制 理论 的 进一步 发 展 是 自学 习 、 自 组 织 系统 理论 。 

自 适应 控制 要 求 与 之 匹配 的 在 线 计算 能 力 , 是 计算 水 平 决 定 控 制 水 平 的 鲜 活 例证 。 

6) 非 线性 系统 理论 

主要 研究 非 线性 系统 的 运动 规律 和 改变 运动 规律 的 方法 ,主要 包括 相对 阶 、 稳 定性 、 线 
性 化 、 解 看 以 及 反馈 控制 ,状态 估计 等 理论 。 

非 线 性 系统 理论 的 核心 思想 ,本质 上 是 各 种 各 样 的 线性 化 。 

3. 多 样 化 发 展 时 期 

在 20 世纪 60 年 代 末 和 70 年代, 控制 理论 进入 了 多 样 化 发 展 时 期 ,出 现 了 多 变量 系统 
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频 域 控制 理论 ,以 及 Zadeh 等 人 提出 的 模糊 控制 理论 .大 系统 理论 和 智能 控制 理论 。 

大 系统 有 多 种 含义 ,通常 是 指 规模 庞大 、 结 构 复杂 、 变 量 众多 的 信息 与 控制 系统 ,涉及 生 
产 过 程 、 交 通 运输 .计划 管理 、 空 间 技术 等 方面 的 控制 与 信息 化 处 理 问 题 。 

智能 控制 是 模仿 某 些 智能 行为 进行 控制 参数 整定 或 决策 的 方法 ,如 遗传 算法 、 蚁 群 算 
法 、 粒 子 群 算法 、 神 经 网 络 等 。 

近年 来 ,自动 控制 理论 及 其 应 用 的 范围 在 继续 深化 和 扩大 ,为 适应 实践 需求 而 产生 的 新 
思想 .新 方法 发 展 迅 速 , 各 学 科 之 间 渗 透 融合 的 趋势 不 断 加强 。 


0.3 本 书 的 内 容 安 排 


本 书 第 1 章 讨论 状态 空间 描述 的 基本 概念 、 建 立方 法 和 基本 性 质 。 这 些 是 状态 空间 法 
的 基础 。 

第 2 章 讨论 线性 控制 系统 的 定量 分 析 ,就 连续 和 离散 两 种 情形 ,建立 了 系统 状态 响应 的 
一 般 表达 式 。 

第 3 章 讨论 能 控 性 和 能 观测 性 ,属于 在 线性 系统 理论 中 最 为 基本 的 概念 。 这 一 章 将 给 
出 能 控 和 能 观测 的 定义 以 及 判别 方法 ,进一步 揭示 系统 的 状态 空间 描述 和 传递 函数 和 矩阵 描 
述 的 关系 。 

第 4 章 讨论 Lyapunov 稳定 性 理论 。 包 括 Lyapunov 第 一 方法 、Lyapunov 第 二 方法 、 
Lyapunov 方程 等 概念 和 内 容 。 

第 5 章 讨论 线性 系统 的 综合 问题 。 包 括 极点 配置 .镇定 (稳定 化 ). 解 耦 控制 .跟踪 控制 、 
线性 二 次 型 最 优 控制 .状态 观测 器 等 内 容 。 

第 6 章 就 状态 空间 模型 ,状态 响应 、 能 控 能 观测 ,稳定 性 ,控制 律 设计 等 内 容 , 对 离散 控 
制 系统 特别 是 离散 线性 控制 系统 进行 了 有 重点 的 讨论 。 


村 | 


控制 系统 的 状态 空间 描述 


控制 系统 的 时 间 域 理论 ,是 指 以 时 间 域 数学 模型 为 系统 描述 的 、 直 接 在 时 间 域 内 进行 系 
统 分 析 与 综合 的 理论 方法 。 

在 系统 和 控制 理论 发 展 的 早期 阶段 ,时 间 域 理论 只 能 用 来 分 析 单 输入 - 单 输出 系统 的 运 
动 , 系 统 的 描述 是 反映 输入 -输出 关系 的 单 变量 高 阶 微分 方程 ,分 析 的 方面 主要 限于 运动 的 
稳定 性 。 

20 世纪 60 年 代 以 后 ,卡尔 曼 将 状态 和 状态 空间 的 概念 方法 引入 系统 和 控制 理论 , 极 大 
地 推动 了 时 间 域 理论 的 发 展 ,使 之 既 适 用 于 单 输入 - 单 输出 系统 ,又 适用 于 多 输入 - 单 输出 系 
统 , 既 能 处 理 定常 系统 ,又 能 处 理 时 变 系统 ; 既 能 用 于 系统 分 析 , 又 能 用 于 系统 综合 。 这 一 
理论 采用 状态 空间 描述 作为 系统 的 数学 模型 ,并 以 状态 空间 方法 为 核心 。 

本 章 讨论 建立 控制 系统 状态 空间 描述 的 问题 。 包 括 状态 和 状态 空间 的 概念 ,性 质 ,状态 
空间 描述 的 组 成 和 形式 ,状态 空间 描述 的 建立 方法 ,状态 空间 描述 和 传统 的 输入 -输出 描述 
的 关系 ,状态 空间 描述 在 可 道 变换 下 的 特性 等 内 容 。 


1.1 系统 描述 中 的 基本 概念 


当 我 们 认 知 一 个 系统 的 时 候 , 可 以 考虑 把 有 关 的 全 部 物理 量 分 为 信号 (电压 、 速 度 \ 温 
度 、 奈 力 、 人 口 ,产值 等 ) 和 参数 (电容 、 质 量 、 弹 性 系数 、 比 热 \ 出 生 率 、 利 率 等 ) 两 大 类 。 这 里 
的 信号 和 参数 都 是 广义 的 。 信 号 通常 是 随时 间 变 化 的 ,是 系统 的 动态 信息 ,是 研究 者 关注 的 
重点 ; 参数 则 相对 不 变 或 变化 不 大 ,基本 属于 系统 的 静态 信息 ,是 系统 结构 的 细节 描述 ,而 
结构 决定 了 系统 功能 。 虽 然 二 者 之 间 没 有 绝对 的 界线 ,但 这 样 的 划分 对 我 们 理解 系统 是 有 
帮助 的 。 

输入 外 部 施加 在 系统 上 的 激励 信号 称 为 输入 ,包括 干扰 输入 (负载 .风速 .电压 波动 、 
噪声 等 ) 和 为 了 改变 系统 运动 而 施加 的 控制 输入 。 

注意 ,这 里 的 输入 不 是 系统 的 设 定 值 (给 定量 、 参 据 量 )。 

输出 ”来自 系统 的 信号 称 为 输出 。 能 从 外 部 测量 到 的 输出 , 称 为 量 测 输出 (可 测 输出 )， 
被 期 望 按照 一 定性 能 跟随 某 个 信号 ( 设 定 值 ) 的 输出 , 称 为 被 控 输 出 (评价 输出 )。 

通常 情况 下 ,被 控 输 出 本 身 往往 也 是 量 测 输出 ; 但 在 无 传感器 控制 的 场合 ,二 者 是 不 
同 的 。 

输入 是 环境 对 系统 的 作用 ,而 输出 是 系统 对 环境 的 作用 ; 二 者 都 是 系统 的 外 部 变量 。 

松弛 ”在 时 间 区 间 [ ,十 =<=) 上 , 若 系统 的 输出 只 由 输入 唯一 确定 , 则 称 系统 在 t。 时 刻 
是 松弛 的 。 

从 能 量 的 观点 看 ,系统 在 to 时刻 是 松弛 的 意味 着 系统 在 to 时 刻 不 存 储 能 量 ; 若松 弛 性 
不 成 立 , 则 输出 不 仅 和 输入 有 关 , 还 和 系统 初始 条 件 有 关 。 

同 输入 影响 系统 输出 一 样 ,不 满足 松弛 条 件 的 系统 ,即便 没有 输入 ,也 会 存在 由 初始 条 
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件 产生 的 输出 。 输 入 和 初始 条 件 引 起 的 输出 变化 ,都 是 自动 控制 的 研究 内 容 。 

因果 ”对 于 任意 时 刻 1, 若 系统 在 1 时刻 的 输出 仅 取 决 于 t 时 刻 和 z 之 前 的 输入 ,而 与 t 
时 刻 之 后 的 输入 无 关 , 则 称 系统 是 因果 的 ,或 说 满足 因果 关系 。 

不 具有 因果 性 的 系统 ,能 够 预测 t 时 刻 之 后 的 输入 ,并 施加 于 系统 而 影响 其 输出 。 例 子 
之 一 是 离散 的 奇异 控制 系统 。 

图 1.1. 1 所 示 的 动态 系统 是 由 一 些 相互 制约 的 部 分 构成 的 整体 。 和 矩形 框 以 外 的 部 分 为 
系统 环境 。 输 入 和 输出 分 别 用 ww (2) ,… ,up(t) 和 yi1(7),… ,ya() 来 表示 。 

可 以 想象 ,系统 内 部 必然 也 存在 一 些 信号 (如 后 续 会 提 到 
的 状态 变量 )。 这 些 内 部 信号 和 外 部 的 输入 输出 同时 随 着 时 间 
而 变化 ,体现 了 系统 的 运动 。 系 统 的 数学 描述 就 是 反映 系统 信 
号 之 间 的 定性 、 定 量 关 系 的 数学 模型 。 

图 1.1.1 动态 系统 系统 的 数学 描述 可 区 分 为 两 种 基本 类 型 : 输入 -输出 描述 

和 状态 空间 描述 。 

输入 -输出 描述 把 系统 视 为 一 个 黑箱 ,不 涉及 系统 内 部 的 信号 ,只 反映 系统 外 部 的 输 
入 输出 之 间 的 因果 关系 。 

如 果 系 统 是 线性 的 、 定 常 的 . 单 输入 、 单 输出 的 ,那么 其 输入 -输出 描述 可 以 表示 为 如 下 
的 一 个 线性 常 系数 高 阶 微分 方程 : 

yD Fay Tay 0) ta y(t) 
一 out (ti) 十 po ia + 二 + bud (2) + boult) Ch 

在 系统 的 零 初始 条 件 下 ,对 方程 (1.1.1) 取 Laplace 变换 ,得 到 系统 的 传递 函数 


Bm 
2 十 ao-is 一 十 … 十 ais 十 ao 


从 后 续 章 节 的 分 析 中 将 会 看 到 : 在 系统 零点 和 极点 重合 的 情况 下 ,输入 -和 输出 描述 有 可 
能 无 法 反映 系统 内 部 的 某 些 部 分 ,因而 总 体 上 属于 对 系统 的 一 种 不 完全 描述 ; 而 状态 空间 
描述 能 够 表达 系统 的 一 切 特性 ,是 对 系统 的 完全 描述 ; 只 有 当 系 统 满足 一 定 条 件 时 ,两 种 描 
述 才 可 能 等 价 。 这 表明 ,在 建 模 准确 度 方面 ,状态 空间 描述 优 于 输入 -输出 描述 。 


1.2 状态 空间 描述 的 基本 概念 


状态 和 状态 空间 的 概念 ,在 质点 和 刚体 动力 学 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ; 在 被 引入 系统 和 
控制 理论 领域 后 ,状态 和 状态 空间 有 了 更 为 一 般 的 含义 。 下 面 结合 几 个 例子 ,给 出 系统 状态 
空间 描述 的 基本 概念 。 

【 例 1.2.1】 考虑 一 个 由 如 下 方程 


g(s) 主动 


1 芒 、 - 1 
bed RO iE tie ee 
ce Ri RR R。 7 
RL 下 局 大 站 作 
R， RiR， . Rs 
wn (= RR (1.2.2) 


描述 的 某 RLC 电路 。 其 中 ,电源 电压 e(z) 为 输入 ,输出 取 为 端 电压 wk:(z) 。 
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【 例 1.2.2】 考虑 一 个 BUCK 变换 器 的 平均 模型 描述 


一 i i 名 
TD +Ed De 


其 中 ,输入 电压 e() 存 在 波动 , 视 为 干扰 输入 ; 4d (+t) 表示 占 空 比 ,为 控制 输入 ; 输出 为 电压 
uc(t)。 


【 例 1.2.3】 考虑 面 装 式 永 磁 同步 直线 电机 的 模型 描述 


一 iD) + Eu DD + Fu) 


1 
[| TD RE 


iL(t) 


ta(2) 
LR Foialt) Bic) rw) + Fuslt) (1.2.4) 
v(t) 3mnpys. B, F(t) 

Di), 一 Ho) 


其 中 ,信号 方面 ,ws 、w 为 dg 轴 电 压 , 也 是 系统 的 控制 输入 ; i is 为 dg 轴 电 流 ; v 为 动 子 
线 速度 。 参 数 方面 ,Fo (7?) 表示 负载 阻力 ,为 干扰 输入 ; 工 为 电感 ; R, 为 定子 电阻 ; yy 为 永 
磁体 在 定子 绕组 直 轴 上 的 磁 链 分 量 ; r 为 极 距 ; nj, 为 极 对 数 ; M 为 动 子 质量 ; B, 为 黏 滞 摩 
如 果 考 虑 位 置 调节 ,还 要 增加 方程 
$(1) = v(t) 《1 下 励 
5 为 动 子 线 位 移 。 
【 例 1.2.4】 考虑 某 区 域 的 人 口 分 布 描述 
zk 二 1) (+N — a rk) 十 Bzrs(R)) 
[et ls + Narilk) 十 (1 | 
其 中 ,zi(k) 为 城市 人 口 ,zs(k) 为 农村 人 口 ; 每 年 由 城市 迁 往 农村 的 人 口上 右上 一 年 城市 人 口 
的 比例 为 c, 由 农村 迁 往 城市 的 人 口 占 上 一 年 农村 人 口 的 比例 为 8, 总 的 人 口 自然 增长 率 
游 多 
这 里 的 a.B8 和 7, 既 可 视 为 系统 参数 ,也 可 以 作为 系统 的 控制 输入 ,取决 于 具体 的 问题 。 
在 传染 性 疾病 等 模型 的 描述 中 ,也 有 类 似 的 情况 。 
对 于 一 般 的 动力 学 系统 ,有 如 下 概念 。 
静态 信息 ”系统 的 结构 和 参数 。 
动态 信息 系统 自身 全 部 信号 在 任意 时 刻 的 数值 。 
状态 变量 ”能够 完全 表示 系统 动态 信息 的 最 少 一 组 信号 。 如 例 1. 2. 1 和 例 1. 2. 2 中 的 
谍 ( 尹 和 uc), 例 1.2.3 中 的 ia() vis(D 和 w(7), 例 1.2.4 中 的 xz (k) 和 zs(k)。 
这 里 的 “完全 表示 ”可 以 形象 地 理解 为 : 系统 自身 (或 说 系统 内 部 ) 的 任意 一 个 信号 ,都 
能 表示 为 以 状态 变量 为 “ 自 变量 ”的 “代数 函数 ”, 可 能 是 一 元 函数 ,也 可 能 是 多 元 函数 。 因 
此 ,我 们 说 状态 变量 是 完备 的 。 
状态 变量 之 间 是 独立 的 : 每 个 状态 变量 都 不 能 表示 为 其 他 状态 变量 的 代数 函数 ,否则 
就 会 出 现 元 余 的 情况 ,和 定义 中 “最 少 ” 的 提 法 相 违 背 。 
需要 指出 ,上 述 “ 独 立 ” 并 非 毫 无 关系 。 比 如 位 移 和 速度 ,是 积分 和 微分 的 关系 ,但 可 以 


(1. 2.6) 
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同时 作为 状态 变量 ,因为 二 者 都 不 能 表示 为 对 方 的 代数 函数 。 

由 于 系统 的 静态 信息 相对 不 变 , 把 握 了 状态 变量 ,就 把 握 了 系统 的 全 部 动态 信息 ,进而 
也 就 把 握 了 整个 系统 。 因 此 ,研究 状态 变量 对 于 研究 系统 运动 能 起 到 纲 举目 张 的 作用 。 从 
这 个 意义 上 说 ,状态 变量 有 时 用 来 代表 整个 系统 。 

状态 变量 的 个 数 n 称 为 系统 的 阶 次 , 即 一 个 阶 次 对 应 一 个 状态 变量 。 阶 次 同时 也 是 系 
统 的 结构 信息 ,虽然 可 由 状态 变量 个 数 来 表示 ,但 本 质 上 与 状态 变量 的 选取 无 关 。 

对 于 来 自 机 电 领域 等 物理 意义 明确 的 系统 ,一 个 储 能 元 件 对 应 一 个 状态 变量 。 当 储 能 
元 件 的 惯性 (机 械 惯性 .电磁 惯性 等 ) 可 以 忽略 时 ,系统 的 阶 次 也 就 随 之 降低 。 例 如 ,作为 直 
流 电动 机 的 测速 发 动机 ,转子 的 转动 惯量 和 电 枢 电感 都 很 小 ,可 以 忽略 不 计 。 于 是 ,测速 发 
动机 就 从 2 阶 的 动态 系统 简化 为 静态 的 比例 环节 , 阶 次 变 为 0。 

一 个 惯性 环节 对 应 一 个 状态 变量 ,一 个 振荡 环节 包含 两 个 储 能 元 件 ,对 应 两 个 状态 
变量 。 

一 个 积分 环节 对 应 一 个 状态 变量 。 积 分 环节 的 电路 实现 中 ,包含 储 能 元 件 。 积 分 和 储 
能 ,不 是 瞬间 完成 的 ,都 需要 时 间 过 程 。 

微分 环节 ,不 论 几 阶 微分 ,都 不 对 应 状态 变量 。 从 动力 学 模型 的 角度 看 ,微分 环节 的 阶 
次 是 0。 微分 是 一 个 瞬时 的 概念 ,不 依赖 于 时 间 过 程 。 

时 滞 环 节 在 离散 时 间 系 统 建 模 中 有 时 可 以 被 定位 为 动力 学 行为 ,对 应 状态 变量 。 

状态 变量 通常 取 为 物理 含义 直观 的 信号 ,如 电压 .速度 温度、 压力 .产值 等 ,这 样 便于 理 
解 系统 的 数学 模型 ,也 为 状态 变量 的 测量 提供 了 物质 基础 。 但 这 并 非 全 部 ,有 时 为 了 便于 对 
基于 简化 的 或 特定 结构 的 数学 模型 进行 分 析 和 设计 ,状态 变量 可 能 会 因此 而 变 得 抽象 ,物理 
含义 不 再 直观 。 按 照 某 种 原则 保持 系统 输入 -输出 关系 的 模型 降 阶 就 会 导致 这 种 情况 。 也 
可 参考 本 书 1.4 节 中 的 式 (1. 4.45) 和 式 (1. 4. 55)。 

状态 变量 的 含义 ,直观 也 好 ,抽象 也 罢 ,都 是 为 了 总 体 上 分 析 设 计 的 简便 。 

状态 向 量 ”以 状态 变量 中 全 部 信号 zx (7) ,… ,zx, (1) 为 分 量 的 列 向 量 x(1)。 在 例 1. 2. 3 
中 ,状态 向 量 就 是 [i (1) is(t) uCi)]。 

后 续 会 看 到 ,对 于 同一 系统 ,状态 向 量 的 选取 不 是 唯一 的 ,因而 状态 向 量 也 是 多 样 的 ; 
同时 ,不 同 状态 向 量 之 间 是 等 价 的 : 在 两 个 不 同 的 状态 向 量 之 间 , 必 存在 一 个 可 道 的 线性 或 
非 线 性 变换 。 

输入 向 量 ”以 输入 变量 中 全 部 信号 四 (1) ,… ,ws (1) 为 分 量 的 列 向 量 w(t)。 在 例 1. 2.3 
中 ,输入 向 量 就 是 [us (2) ws(2D)J'; 在 例 1.2.1 和 例 1.2.2 中 ,输入 e(z) 是 标量 。 

输出 向 量 ”以 输出 变量 中 全 部 信号 wm (7),… ,ys (1) 为 分 量 的 列 向 量 y(1)。 例 1. 2. 3 
中 ,sw 和 * 都 可 以 是 输出 ,组 成 输出 向 量 。 

状态 空间 ”以 状态 向 量 分 量 zi (7) ,… ,zx, (7) 为 基底 的 向 量 空间 。 

状态 轨迹 ”系统 在 每 一 时 刻 t 的 状态 .表现 为 状态 空间 中 以 zx (7) ,… ,zx,(?) 为 坐标 的 
一 点 ; 随 着 时 间 变 化 ,系统 状态 在 空间 中 描绘 出 一 条 轨迹 , 称 为 状态 轨迹 (状态 轨 线 ) 。 

状态 方程 ”描述 系统 内 部 的 状态 变量 zx1(7),… ,z(t) 和 外 部 的 输入 变量 (1) ,…， 
us (t) 之 间 关 系 的 一 阶 微分 方程 组 (连续 系统 ) 或 一 阶 差分 方程 组 (离散 系统 ) , 称 为 系统 的 状 
态 方程 。 一 般 形式 为 

(2) = FLx GsuC0)st] 全 多 放 
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或 
x(k+1) = flx(k) ,ul(k).k] 本 
如 tl 交 s 
根据 状态 方程 ,状态 变量 完备 还 表现 在 : 只 要 给 定 变量 组 x1(1),… ,zx, (1) 在 初始 时 刻 
4 的 值 , 以 及 输入 变量 mm (0 ,…:az (Co 在 牵 避 时 的 值 , 则 系统 中 任意 一 个 信号 在 1 三 t。 时 的 
值 就 被 完全 确定 了 。 
输出 方程 ”描述 系统 输出 变量 wm (1),… ,y(t) 与 系统 状态 变量 zi (7),… ,zx,(1) .输入 
变量 ww (7) ,… ,up(t) 之 间 关系 的 代数 方程 , 称 为 输出 方程 。 一 般 形式 为 
y(t) 二 g[x(1) ,u(t) ,1]( 连 续 系统 ) (1 名 
或 
y(k) = 二 g[x(k) ,ulk),k]( 离 散 系统 ) (1.2.10) 
如 例 1. 2. 1 中 的 式 (1. 2. 2)。 
状态 空间 表达 式 ”状态 方程 和 输出 方程 的 组 合 , 称 为 状态 空间 表达 式 。 
由 此 可 见 , 状 态 空间 描述 是 基于 系统 结构 和 内 部 、 外 部 信号 关系 分 析 的 数学 模型 ,由 两 
个 数学 方程 (组 ) 构 成 : 一 个 是 状态 方程 ,表示 怎样 由 输入 变量 ww (7),… ,uj (t) 和 (或 ) 系 统 
初 态 得 到 系统 内 部 变量 zi (1),… ,zx, (1) ,形式 上 通常 是 微分 方程 或 差分 方程 ; 另 一 个 是 输 
出 方程 ,表示 怎样 由 系统 内 部 变量 zi (0 ,… ,z(t) 和 输入 变量 ww (71) ,… ,wu (7) 得 到 输出 变 
量 wm (ia ,… ,y(t) ,形式 上 是 代数 方程 。 
输入 影响 输出 有 两 条 途径 : 一 是 输入 通过 影响 状态 变量 进而 影响 输出 ,属于 动态 过 程 ; 
二 是 通过 输出 方程 中 的 直接 传递 项 影响 输出 ,属于 静态 过 程 。 
离散 时 间 系 统 有 两 大 类 : 一 类 是 连续 时 间 系 统 离散 化 得 到 的 采样 系统 , 另 一 类 离散 系 
统 与 采样 无 关 , 如 茶 取 过 程 。 
以 下 讨论 针对 连续 系统 进行 ,对 离散 系统 有 平行 的 结论 。 
状态 方程 (1.2.7) 的 右 端 一 般 总 和 时 间 直 接 、 间 接 相 关 。 若 f 中 第 3 个 综 量 上 存在 , 即 
三 显 含 上 +, 则 和 时 间 上 直接 相关 ; 否则 三 隐 含 上 ,和 时 间 上 间接 相关 。 输 出 方程 式 (1.2.9) 有 类 
似 的 讨论 。 
定常 系统 ” 若 系统 状态 方程 和 输出 方程 的 右 端 均 不 显 含 时 间 1, 则 称 系统 是 定常 的 ; 否 
则 就 是 时 变 的 。 
系统 的 结构 和 参数 (电阻 .电感 电容、 质量 、 弹 性 系数 、 杆 长 等 ) 不 随时 间 变 化 ,其 数学 描 
述 就 是 对 应 的 状态 空间 表达 式 中 不 显 含 时 间 t。 
线性 系统 ” 若 系 统 状 态 方程 和 输出 方程 的 右 端 f、g 的 每 个 分 量 均 为 状态 变量 xz (71) ,…， 
Zn(t) 和 输入 wi(t),… ,u(t) 的 线性 组 合 , 则 称 系统 是 线性 的 ; 否则 就 是 非 线性 的 。 线 性 组 
合 的 系数 可 能 与 时 间 上 有 关 , 某 些 系数 可 以 为 零 。 
如 此 定义 的 线性 系统 ,可 能 由 于 时 变 特性 而 不 能 用 传递 函数 来 表示 ; 但 当 松 弛 条 件 成 
立时 ,其 输入 输出 必然 满足 到 加 原理 。 
例 1. 2. 1 是 线性 系统 ; 在 例 1. 2. 2 的 状态 方程 中 ,出 现 了 输入 的 乘积 d(1)e(?), 例 1.2.3 
的 状态 方程 中 ,有 状态 变量 的 乘积 v(t)is(t) 和 w(t)i, (7z) ,因而 都 不 是 线性 系统 。 
自治 系统 ” 若 系 统 状态 方程 和 输出 方程 都 和 外 部 输入 无 关 , 则 称 为 自治 系统 。 
有 些 文献 中 ,“ 自 治 系统 ”还 有 另外 的 含义 ,和 前 述 的 “定常 系统 ”是 重合 的 ,是 一 种 侧重 
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理论 化 的 提 法 。 

状态 空间 分 析 法 ”在 状态 空间 中 以 状态 向 量 或 状态 变量 描述 系统 的 方法 称 为 状态 空间 
分 析 法 。 优 点 是 ,能 了 解 系统 内 部 状态 的 变化 特性 ,适用 于 描述 各 类 系统 ,便于 采用 向 量 、 拢 
阵 记号 简化 数学 描述 ,便于 在 计算 机 上 求解 ,便于 应 用 各 类 现代 分 析 设 计 方法 。 

线性 时 变 系统 状态 空间 表达 式 的 一 般 形式 为 


X(t) = A(Dx(t) + B( u(t) 
LT 


y(t1) = C(ODx(t) 十 DG)uCt) 

按照 前 述 “ 线 性 ”的 定义 ,参数 和 矩阵 A(1)、B(1)、C(1)、D(z) 不 能 出 现状 态 变 量 和 输入 变 
量 ,否则 系统 就 是 非 线 性 的 。 基 于 式 (1. 2. 11) ,有 如 下 概念 : 

4(1i) 表 示 状 态 变量 之 间 的 耦合 关系 , 称 为 系统 矩阵 。 

B(t) 表 示 输 入 变量 进入 系统 的 方式 , 称 为 输入 和 矩阵。 根据 u(7) 为 干扰 输入 和 控制 输入 
的 不 同情 形 ,B(z) 分 别称 为 干扰 输入 矩阵 和 控制 输入 矩阵 。 控 制 输入 矩阵 简称 控制 矩阵 。 
若 输入 ul?) 是 标量 , 则 和 矩阵 的 提 法 改 为 向 量 , 即 输入 向 量 、 控 制 向 量 等 ,一 般 改 用 小 写字 母 
表示 。 

C() 表 示 系 统 对 外 部 作用 的 方式 , 称 为 输出 矩阵 。 若 y(z) 是 标量 , 则 C(7) 称 为 输出 向 
量 ,一 般 改 用 小 写字 母 表示 。 

D(1) 表 示 输 入 不 经 过 系统 直接 作用 于 输出 的 方式 , 称 为 直接 传递 矩阵 。 若 w(i) 和 ?(t) 
出 现 标量 , 则 D(z) 简 化 为 向 量 或 标量 ,一 般 改 用 小 写字 母 表 示 。 

线性 定常 系统 状态 空间 表达 式 的 一 般 形 式 为 


x(1) = Ax(t) + Bult) 
| (1.2.12) 
y(t) = Cx(t) + Du (lt) 
如 例 1. 2. 1 可 以 表示 为 
1 及 ， 1 
tc(t) (CR R:)C (Ri 十 RD)C | (Ri 十 RD)C 0 
一 elt 
iL(D) Ri RiR; iL(t) R; 
(Ri R2)L (Ri + R2)L (Ri 二 + R2)L 
(1 213) 
R, RiR, pp R, 
ur2 (1) | 元 干 是 二 | Te (1.2.14) 


多 数 情况 下 ,系统 矩阵 A 和 控制 矩阵 也 与 系统 元 件 参 数 有 关 ; 输出 矩阵 C 通常 与 元 件 
参数 无 关 , 直 接 传递 矩阵 卫 通 常 为 零 ( 见 式 (1.2. 14) 中 的 输出 矩阵 C 和 直接 传递 矩阵 了 含 
有 元 件 参数 ,属于 例外 )。 

式 (1.2.11) 和 式 (1. 2. 12) 表 示 的 系统 有 一 些 简 单 记 法 。 以 式 (1. 2. 12) 为 例 ,可 记 为 
(C.A,B.D); 车 D 二 0, 则 简化 为 (C,A,B); 若 只 考虑 状态 方程 ,如 讨论 状态 能 控 的 场合 , 则 
简 记 为 (4,B); 若 只 关注 系统 和 矩阵 A 和 输出 矩阵 C, 如 讨论 状态 能 观测 的 场合 , 则 简 记 为 
dE A 

这 些 记号 中 ,C 在 A 前 .B 在 A 后 ,是 为 了 明确 输出 矩阵 和 输入 矩阵 的 位 置 。 

应 该 指出 ,一 个 好 的 状态 空间 表达 式 ,其 各 个 参数 矩阵 中 非 零 元 素 的 绝对 值 应 具有 相同 
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或 相近 的 数量 级 ,可 以 通过 合理 调整 物理 量 的 单位 来 实现 。 这 样 有 利于 分 析 或 设计 时 数值 
计算 的 可 靠 性 。 


1.3 线性 定常 系统 的 传递 函数 矩阵 


对 于 式 (1. 2. 12) 表 示 的 一 般 多 输入 -多 输出 线性 定常 系统 ,传递 函数 矩阵 也 蚌 描 述 系 
统 输入 -输出 关系 的 一 种 基本 方式 。 从 线性 定常 系统 的 状态 空间 描述 ,可 以 导出 系统 的 传 
递 函 数 矩 阵 , 从 而 知晓 两 种 不 同 描述 的 一 些 联 系 。 但 二 者 之 间 更 为 深刻 的 联系 ,涉及 系统 的 
能 控 和 能 观测 问题 ,将 在 第 3 章 详 述 。 

对 于 一 个 多 输入 -多 输出 线性 定常 系统 , 设 其 输入 为 wi (2) ,… ,ws (DD) ,输出 为 y1(7),…， 
ya(t), 且 系统 的 初始 条 件 为 零 。ui(s) 和 y;(s) 分 别 表示 由 (和 (oO 的 Laplace 变换 ,gi (s) 
表示 由 第 i 个 输入 端 到 第 j 个 输出 端的 传递 函数 。 由 于 系统 满足 番 加 原理 ,所 以 有 

V1(5) = gu (su(s) "gps) usps) 


Yes) = ga (su(s) tT go (suss) th 
对 应 的 矩阵 向 量 形式 为 


y1(s) gu(s) … gip(s) fi ls) 
| : -| | : a 
yals) ER 


ui1(s) y1(s) 
-| : | -| :i | 姑 .所 加 
up(s) yals) 


仿 


glu(s) … gip(s) 
eo-| 和 (1. 3.4) 
有 
那么 式 (1. 3.2) 简 记 为 
y(s) = G(s)u(s) 全， 和 


称 矩 阵 G(s) 为 系统 的 传递 函数 矩阵 。 

对 于 全 部 的 gj (s) , 若 其 分 子 多 项 式 的 次 数 小 于 等 于 分 母 多 项 式 的 次 数 ; 则 称 G(s) 为 
真有 理 分 式 矩 阵 ,或 说 G(s) 是 真 的 ; 若 其 分 子 多 项 式 的 次 数 小 于 分 母 多 项 式 的 次 数 , 则 称 
G(s) 为 严格 真有 理 分 式 和 矩阵 ,或 说 G(s) 是 严格 真 的 。 

作为 一 个 判别 准则 ,车 


limG(s) 一 非 零 常 值 矩阵 (1.3.6) 
则 G(s) 是 真 的 ; 车 
limG(s) 一 零 算 阵 二 系 刚 


则 G(s) 是 严格 真 的 。 
在 式 (1. 2.12) 表 示 的 系统 中 , 设 初始 条 件 为 零 , 即 x(0) 二 0。 下 面 推导 其 传递 函数 
矩阵。 
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对 式 (1. 2. 12) 的 状态 方程 和 输出 方程 分 别 做 Laplace 变换 ,得 
sx(s) = Ax(s) + Bu(ls) 
y(s) = Cx(s) 十 Du(s) 
由 式 (1. 3. 8) 整 理 得 
(sE — A)x(s) = Bu(s) 
这 里 巨 代 表 适 当 阶 数 的 单位 窍 阵 。 于 是 有 
x(s) = (sE — A) Bu(s) 
代入 式 (1. 3.9) ,得 
y(s) =C(sE — A) Bu(s) + Du(s) 
=[C(sE — A) B+ Dju(s) 
至 此 ,就 得 到 系统 的 传递 函数 矩阵 为 
G(s) =C(sE—A)"'B+D 
式 (1.3.13) 中 的 函数 矩阵 为 
(sE 一 人) 一 有 8 
是 从 输入 wu 到 状态 向 量 x 的 传递 函数 和 矩阵; 而 有 
C(sE—A)! 
是 状态 向 量 x 到 输出 y 的 传递 函数 矩阵 。 
以 上 表达 式 中 的 函数 矩阵 
(sE 一 4) 一 


称 为 预 解 矩阵 ,对 于 计算 传递 函数 矩阵 以 及 与 此 有 关 的 其 他 计算 分 析 都 很 重要 。 


在 传递 函数 矩阵 式 (1.3.13) 中 ， 


3 -1 _ adj(sE—A) 
一 det(sE 一 人) 


《人 二 区 
《EE 
(1. 3. 10) 
(La1 
(I 8 12 
(1. 3. 13) 
(1. 3. 14) 
0 和 55 
(1. 3.16) 
Kl 


其 中 adj 表示 伴随 矩阵 ,其 元 素 是 s 的 多 项 式 ; det 表示 行列 式 , 也 是 的 多 项 式 。 注 意 到 算 


阵 adj(sE 一 A) 中 每 个 元 素 的 次 数 都 小 于 det(sE 一 A) 的 次 数 ,所 以 
lim (sE—A)!'=0 


格 真 的 。 
车 D=0, 把 式 (1. 3.17) 代 信 式 (1. 3. 13) ,得 
~、_ Cxad(sE—A)*B 
99 
根据 上 式 , 对 于 单 输入 - 单 输出 系统 ， 


Cxadj(sE —A)*B 


和 
det(sE —A) 
分 别 就 是 传递 函数 的 分 子 和 分 母 多 项 式 。 
以 式 (1. 2.13) 和 式 (1.2. 14) 为 例 ,参数 矩阵 为 
1 Ri 1 
(Ri + R,)C (CR 十 RD)C CR 十 RD)C 
天王 B= 
Ri RR; R;, 
(Ri + R,)L (Ri + R,)L (Ri + Ra)L 


C1. 
由 此 , 若 式 (1.2.12) 中 D 关 0, 则 G(co) 王 了 ,系统 是 真 的 ; 若 卫 =0. 则 GCco) 王 0, 系 统 是 严 


(1 1 


(1. 3. 20) 


(1. 3. 21) 
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R, RiR; 十 
0 | 圳 十 总 本 2 
预 解 矩 阵 为 
了 十 R, 
(RITR)C (Ri+R)C 
sE—A= 
Ri s+ RiR, 
(Ri + Rz)L (Ri + Ri)L 
传递 函数 分 母 为 
BIRiG+E Ri (R; 一 Ri) 
2 12\2 Fg | 1 2 1 
det(sE — A) Es CR; + RLC’ | (79 
伴随 矩阵 为 
ee R， 
_ i 上 
adj(sE — A) = 
R 六 直 1 
(Ri + Ri)C (Ri +Ri)C 


Cxadj(sE —A)*B RazCRIR:2C 十 二 )、 R,R: CR， 一 RD) 


(CR 十 RD)2LC (CR 十 Rs)2LC 
于 是 由 式 (1. 3.13) 和 式 (1. 3.19) 得 系统 传递 函数 


RzCRIR2C 十 了 )、 及 R:(R: — Ri) 
(Ri 十 RD)2DC (Ri 十 Ra)LC ， R; 


S07 RRCtL RR-R) +R+R 
(Ri+R)LC (Ri+R2):LC 
进一步 合并 ,得 
R; 2 
G(s) Ri++R: 


os ， 丁 和 二 珊 7 


雪 
TR + rR + PLE 


(1. 3. 22) 


(1. 3. 23) 


(1. 3. 24) 


(1. 3. 25) 


(1. 3.26) 


(1. 3.27) 


(1. 3.28) 


应 当 指出 , 式 (1.3.13) 只 是 给 出 了 由 系统 状态 空间 表达 式 计算 传递 函数 矩阵 的 理论 表 
达 式 。 由 于 伴随 矩阵 从 概念 上 说 也 是 计算 行列 式 ,复杂 度 较 高 ,因此 有 必要 考虑 计算 复杂 度 
相对 较 小 的 实用 算法 。 实 际 上 ,对 于 特征 多 项 式 det(sE 一 4) 和 传递 函数 矩阵 G(s) ,已 有 适 


用 于 数字 计算 机 的 实用 计算 方法 , 见 参考 文献 [3]。 
1.4 状态 空间 表达 式 的 建立 


建立 系统 的 状态 空间 表达 式 主要 有 两 种 方法 。 方 法 一 ,是 根据 系统 已 有 的 高 阶 微分 方 


程 或 传递 函数 ( 矩 阵 ) 建 立 状态 空间 表达 式 , 属 于 模型 转换 。 根 据 传递 函数 (矩阵) 建立 状态 
空间 表达 式 ,专业 术语 称 为 “实现 ”, 本 章 仅 讨论 单 输入 - 单 输出 的 情况 ; 方法 二 ,是 根据 系统 
的 物理 学 \ 经 济 学 、 生 态 学 等 的 自然 规律 建立 起 微分 方程 组 或 差分 方程 组 ,进而 导出 状态 空 


间 表 达 式 ,也 称 为 机 理 建 模 。 


状态 空间 表达 式 中 最 基础 的 概念 是 状态 变量 。 不 论 用 哪 种 方法 建立 状态 空间 表达 式 ， 


其 核心 都 是 状态 变量 的 选取 。 
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状态 变量 作为 信号 ,在 系统 中 总 有 某 个 环节 与 之 对 应 。 选 取 状 态 变 量 的 过 程 ,本 质 上 就 
是 把 系统 适当 “分 解 ”为 各 个 环节 的 过 程 ; 进而 ,再 把 环节 之 间 的 固有 联系 进行 新 的 、 等 价 的 
描述 ,就 能 得 到 系统 的 状态 空间 表达 式 。 


1.4.1 高 阶 微分 方程 建立 状态 空间 表达 式 


考虑 单 输入 - 单 输出 系统 的 高 阶 微分 方程 描述 
3 (站 十 ao-iye Tay (0) taoy(t) 
=bu® 0) 二 +o + 二 bu (CD) + boult) (1.4.1) 
对 于 实际 被 控 对 象 ,输入 u(z) 的 最 高 求 导 阶 次 不 会 超过 输出 >(z) 的 最 高 求 导 阶 次 ; 但 对 于 
作为 控制 器 的 系统 , 当 其 中 包含 微分 环节 时 ,u(t) 的 最 高 求 导 阶 次 就 会 超过 输出 y(7) 的 最 高 
求 导 阶 次 。 这 里 只 考虑 前 者 。 当 某 些 导数 项 不 出 现时 ,认为 其 对 应 系数 为 零 。 

由 于 系统 状态 向 量 选 取 的 多 样 性 ,系统 的 状态 空间 表达 式 自 然 也 不 唯一 。 虽 然 本 质 上 
等 价 ,但 模型 的 可 读 性 和 后 期 分 析 设计 的 简便 性 可 能 会 不 同 。 因 此 ,恰当 地 选取 状态 变量 ， 
以 便 得 到 理想 的 数学 描述 ,就 成 了 建立 状态 空间 表达 式 的 一 个 重要 的 附属 要 求 。 

为 简化 符号 表达 ,我 们 以 3 阶 系统 

YH a 十 azy(t) 十 asy(t) = boii (1) + but) + barilt) + bault) (1.4.2) 
为 例 , 给 出 由 高 阶 微分 方程 建立 状态 空间 表达 式 的 两 类 方法 。 

方法 一 : 

本 方法 建立 “能 观测 型 "的 状态 空间 表达 式 。“ 能 观测 "的 概念 ,后 续 章 节 中 有 详细 
解读 。 

第 1 步 ,选取 状态 变量 


Zi = Yayt+asy— bou— bu— bu 四 
Xs = Yay— bu— bu (1 和 4 和 
Xs = y—bou (1.4.5) 
第 2 步 ,由 式 (1.4.5) 得 系统 的 输出 方程 
3 一 Ts 十 box (GE 
第 3 步 ,建立 状态 方程 。 


首先 ,对 式 (1.4.3) 两 端 关于 时 间 1 求 导 , 并 结合 式 (1. 4. 2) ,可 得 


£1 = 二 a 二 asy — boii — bti — bat 


二 一 43y + bau 《人 人 
把 输出 方程 (1. 4.6) 代 入 ,得 到 
2 =— asy 二 bsu 
= 一 a3(Zxs 二 bou) 二 bsu 
一 一 4sTas + (bs — asbo)u (1.4.8) 


其 次 ,对 式 (1. 4.4) 两 端 关 于 时 间 t 求 导 , 并 结合 式 (1. 4. 3) ,可 得 
Zs =H+ay— bo — bn 
=ZX1— azy + bu (1.4.9) 
把 输出 方程 (1.4.6) 代 入 ,得 到 
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Kz 一 Ti — azsyt beu 


一 Zi 一 Qz(Zs bou) + bou 


=ZX1 一 Qts 十 (bs — asbo)u (1. 4. 10) 
最 后 ,对 式 (1.4.5) 两 端 关 于 时 间 t 求 导 , 并 结合 式 (1. 4.4) ,可 得 
zs = — bou 
一 Ta —ay+ ou (1.4.11) 


把 输出 方程 (1. 4. 6) 代 入 ,得 到 
Zs 一 Za —aiy+ bu 
一 Zz 一 Qi(CZs 十 bou) bu 
一 2Zz — aixzs (bi 一 aipo)z 《1 
第 4 步 , 把 状态 方程 式 (1.4.8)` 式 (1.4.10)、 式 (1.4.12) 和 输出 方程 式 (1. 4. 6) 写 成 矩 


阵 向 量 形式 
Zl 0 0 —a]rxz bs — asbo 
Zs | 一 | 0 “| ta u (1.4.13) 
Es 0 1 —ajlzs bi—aibo 
Xl 
y=[0 0 中 二 bou (1.4.14) 
2 


在 状态 方程 式 (1.4.13) 中 ,系统 矩阵 的 左下 角 是 一 个 2 阶 的 单位 矩阵 ,al .as 、as 直接 取 
自 高 阶 微分 方程 式 (1. 4. 2) ,其 余 元 素 为 0; 在 输出 方程 式 (1.4.6) 中 ,输出 向 量 的 第 3 个 元 
素 是 1, 其 余 为 0。 这 样 的 状态 空间 表达 式 称 为 能 观测 标准 型 ,将 在 第 3 章 中 详 述 。 

初学 者 可 能 对 输出 方程 式 (1.4. 14) 的 表达 方式 产生 疑问 : 用 式 (1. 4. 6) 来 表示 不 是 很 
简洁 吗 ,为 什么 要 复杂 化 .引入 向 量 写成 式 (1. 4. 14) 呢 ?原因 在 于 , 建 模 不 是 最 终 目标 ; 引 
入 状态 方程 和 输出 方程 的 矩阵 向 量 表达 ,便于 基于 模型 的 后 续 分 析 和 计算 。 

方法 三 ; 

第 1 步 ,计算 系数 


B= bo 
po (1.4.15) 
B: = bz — aiB 一 ap 
= bs — aib: — asBi — asbBo 
第 2 步 ,选取 状态 变量 
zi =y—pBu (1.4.16) 
zs = YI—Bu— Bu 了 
Za = I—PBu—Bu— Bu (1.4.18) 
第 3 步 ,由 式 (1.4.16) 直 接 得 系统 的 输出 方程 
y=xi+Bu (1.4.19) 


第 4 步 ,建立 状态 方程 。 
首先 ,对 式 (1.4.16) 两 端 关 于 时 间 上 求 导 ,并 结合 式 (1.4. 17) ,可 得 


16 现代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 


Ti = y—Bu= zithBu (1.4.20) 
类 似 可 得 
Zz = Xs Pu [人 
其 次 ,对 式 (1.4.18) 两 端 关于 时 间 t 求 导 , 计 算 可 得 
Zs =(Y— PB) — Bu Pu 
=— (qiy 二 azsy Tasy) Thi batt bau— Bu— Bu 
=— (qly 二 azsy 二 asy) 二 (bi —B) dt (bs CO—PB) tbsu 
=— (qiy+ asyt asy) tap (asb — aBi) dt 
(aB 十 azB + asp + Bs)u 
=— as3y asaBou 一 ay 十 ap 十 asp 一 
qd 二 apBit aBit apBut Bu 
一 一 QZ1 — asx2 一 QZ3 tBu (1. 4.22) 
第 5 步 ,把 状态 方程 式 (1.4. 20) 式 (1. 4. 21)、 式 (1.4. 22) 和 输出 方程 式 (1. 4. 19) 写 成 


和 矩阵 向 量 形式 
六 0 i 0 fz Bh 
EE -| 0 0 1 [able u (1.4.23) 
Es 一 让。 —i ©— dL Bs 
I 
y=[1 0 中 十 Bu [(@ WE WD] 
3 


在 状态 方程 式 (1.4. 23) 中 ,系统 矩阵 的 右上 和 角 是 一 个 2 阶 的 单位 矩阵 ,a .as 、as 直接 取 
自 高 阶 微分 方程 式 (1. 4. 2) ,其 余 元 素 为 0。 这 样 的 矩阵 称 为 伴 但 矩阵 (companion matrix) ， 
与 式 (1.4. 13) 中 的 系统 矩阵 互 为 转 置 。 以 3 阶 系统 为 例 , 任 何 一 个 3 次 多 项 式 

Cs) 一 品 十 as 十 azs 十 as KL 六 六 5 

都 对 应 式 (1.4.23) 中 的 一 个 系统 矩阵 ,前 者 是 后 者 的 特征 多 项 式 ,前 者 的 根 就 是 后 者 的 特征 
根 。 这 就 是 伴侣 矩阵 名 称 的 由 来 。 

输出 方程 式 (1.4. 24) 中 ,输出 向 量 的 第 1 个 元 素 是 1, 其 余 为 0。 

式 (1.4.3) 一 式 (1.4.5) 和 式 (1.4.16) 一 式 (1.4.18) 表 明 , 对 于 线性 系统 ,状态 变量 可 以 
选取 为 系统 的 输入 、 输 出 及 其 各 阶 导数 的 线性 组 合 。 

一 个 自然 而 又 直接 的 推论 是 : 状态 变量 的 个 数 不 少 于 输入 变量 个 数 ,同时 也 不 少 于 输 


出 变量 个 数 。 
对 于 一 般 非 线 性 系统 ,状态 变量 可 以 选取 为 系统 输入 、 输 出 及 其 各 阶 导数 为 自 变量 的 代 
数 函数 。 


状态 空间 法 的 一 个 基本 思路 是 : 选取 适当 的 控制 输入 信号 ,从 而 得 到 满意 的 状态 信号 ， 
进而 由 状态 信号 得 到 满意 的 被 控 输 出 信号 。 而 且 , 由 于 状态 变量 之 间 的 耦合 ,任何 品质 不 好 
的 状态 信号 最 终 都 会 对 被 控 输 出 产生 不 利 的 影响 。 这 样 一 来 ,一 个 控制 输入 信号 如 何 同时 
调控 多 个 状态 信号 ,或 者 一 般 地 说 , 低 维 的 控制 输入 信号 如 何 同时 调控 高 维 的 状态 信号 ,就 
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成 了 自动 控制 的 基本 问题 之 一 。 这 一 点 将 在 第 3 章 详 细 讨论 。 
仿照 以 上 两 类 方法 的 思路 ,容易 得 到 2 阶 和 1 阶 输 入 -输出 微分 方程 对 应 的 状态 空间 表 
达 式 。 
对 于 2 阶 输 入 -输出 微分 方程 
ID + ay 十 azy(t) = boult) + bilt) + boult) (1.4.26) 
按照 方法 一 ,选取 状态 变量 


Zi = yay— bu bu 
| C1 .27) 


Xs = y— bou 


可 得 状态 空间 表达 式 


2 |， i 网 | we 
= u (1.4.28) 
Es 1 一 0 小 二 O 一 alpo 


关 研 硬 可 “| (1.4.29) 
2 
按照 方法 二 ,计算 系数 
By = bo 
- 1 — aBo (1.4.30) 
Bb bs —ap — azpb, 
选取 状态 变量 
wh = YB 
| (1.4.31) 
Za = yy —PBu —PBu 
可 得 状态 空间 表达 式 
[|-[ Im 上 人 | (1, 4.32) 
a 一 az 一 aiJLzs Bp 
Pg | 中 上 Ha (1.4.33) 
Ts 
对 于 1 阶 和 输入 -输出 微分 方程 
yt) 十 aiy(t) = boult) + bult) (1.4.34) 
按照 方法 一 ,选取 状态 变量 
T=y—bou (1, 4.35) 
可 得 状态 空间 表达 式 
=—azrt (bm— abo)u 
y= Zz 二 bou (1.4.36) 
按照 方法 二 ,计算 系数 
B= bo 
(1.4.37) 
人。 =b —apbo 


= (1.4.38) 
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可 得 状态 空间 表达 式 

E =— dt 二 A 

2 一 工 十 BRxv (1.4.39) 
基于 式 (1.4.37) ,对 比 式 (1.4.36) 和 式 (1.4.39) ,不 同 之 处 仅 在 于 状态 方程 中 wx 和 输出 方程 
中 工 二 者 系数 的 互 换 。 


1.4.2 由 传递 函数 建立 状态 空间 表达 式 


传递 函数 和 输入 -输出 高 阶 微分 方程 之 间 明 确 的 对 应 关系 。 因 此 ,可 以 根据 传递 函数 
写 出 系统 的 高 阶 微分 方程 ,再 按照 处 理 高 阶 微分 方程 的 方法 建立 状态 空间 表达 式 。 以 下 主 
要 关注 怎样 由 传递 函数 直接 建立 状态 空间 表达 式 。 

传递 函数 是 表示 整个 系统 的 。 为 了 选取 状态 变量 建立 状态 空间 表达 式 , 就 必须 对 传递 
函数 进行 拆 分 。 

1. 直接 分 解 

我 们 以 3 阶 系统 为 例 来 进行 说 明 。 一 个 3 阶 系统 的 传递 函数 总 可 以 表示 为 
b(s) bs tbst+b 


ECG) 一 人们 十 如 一 下 人生 证 和 全 一 十 名 (1.4.40) 
其 中 系数 bo 、b 、bs、bs 有 些 可 能 为 零 。 
在 零 初始 条 件 下 ,系统 输入 u(z) 和 输出 y(z) 满 足 
y(s) —6(5) (Cs) 十 bou(s) 
al(s) 
= Ci Ral 
a(s) 


把 5(s)/als) 表 示 为 6(s) 和 1/a(s) 的 乘积 ,这 就 是 “直接 分 解 ”名 称 的 由 来 。 
定义 变量 


a CD 证 0) (1.4.42) 
则 有 
YD) Hay) 十 asy(Ct) + asylt) = uli) (1.4.43) 
和 
y(s) = b(s) y(s) + bouls) (1.4.44) 
选取 状态 变量 
Zt) = 0), zt) = 30), zalt) =F() (1.4.45) 
于 是 得 到 状态 方程 
1(t) 一 六 (1) = zx2(t) 
Ltt) = 7 =m) (1.4.46) 


结合 式 (1. 4. 43) 得 
zalt) =y(2) 


y(t) 一 ay (DD — asylt) + ult) 
asZi(t) 一 azZz(t) — axs(t) + ult) (1.4.47) 


由 式 (1.4. 44) 可 得 输出 方程 
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y(1) 一 六 六 (iD) 十 boy CD) + by + boult) 
一 六 zs (2) + bezxz (t) + bszilt) + boult) (1.4. 48) 
状态 方程 式 (1.4.46) 、 式 (1.4.47) 和 输出 方程 式 (1. 4. 48) 的 矩阵 向 量 形式 为 


Zl 0 | 0 fz 0 
Zs -| 0 0 L | 0 lu 〈1. 4. 49) 
一 二 “一 贞 一 机 用 南 1 
Tl 
y= [6 bs bz |+bou (1.4.50) 
3 


状态 方程 (1.4.49) 称 为 能 控 标准 型 ,将 在 第 3 章 中 详 述 。 其 系统 矩阵 是 伴 介 矩阵 ,输入 
向 量 的 第 3 个 元 素 是 1 ,其余 为 0。 
在 上 述 过 程 中 ,车 45(s)==k 为 非 零 常数 , 则 有 
ys) = ky(s) + bouls) (5 
这 时 ,状态 变量 (1. 4. 45) 就 是 系统 输入 u(t) 和 输出 y() 及 其 各 阶 变 化 率 的 线性 组 合 ; 若 进 
一 步 有 b= 二 0, 则 
y(s) = ky(s) (1. 4.52) 
状态 变量 式 (1. 4.45) 简 化 为 系统 输出 y(t) 及 其 各 阶 变 化 率 ; 除 此 之 外 ,车 多 项 式 5(s) 的 次 
数 三 1, 即 系统 存在 有 限 零 点 ,状态 变量 的 物理 含义 可 能 不 再 直观 。 
仿照 以 上 思路 ,一 个 2 阶 传递 函数 


bist bs 


mt (1, 4.53 


g(s) = 
的 能 控 标 准 型 状态 空间 表达 式 为 
四 | 0 [| 站 
一 十 u 
Zs 一 as —ajlz: 1 
1 
y 一 [2 | [a (1.4.54) 
2 
根据 式 (1. 2.13) 和 式 (1. 2. 14) 的 传递 函数 式 (1. 3. 24) ,依托 式 (1. 4. 53) 和 式 (1. 4. 54) 
可 得 其 能 控 标 准 型 状态 空间 描述 


0 下 
0 
X(t) 一 | R (R; — Ri1) RRiC+L pope 


(Ri+R)LC (Ri+RILC (1.4.55) 
RiRICRI—Ri) Ri(RIRYC+L) R, 
ue, (2) | CRy RC ~ CRi+ RPLC ko Ey 人 
从 输出 方程 各 物理 量 的 单位 分 析 ,状态 向 量 x(z) 的 含义 并 不 明确 。 
类 似 可 得 1 阶 传递 函数 
二 -机 
EC 一 十 多 (1.4.56) 


的 能 控 标 准 型 状态 空间 表达 式 为 
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T=—aztu y= hzrtbu | 
总 结 以 上 结果 可 以 看 出 ,车 输入 -输出 高 阶 微分 方程 中 输入 的 最 高 次 导数 项 系数 不 为 
0, 或 等 价 地 说 ,传递 函数 分 子 分 母 次 数 相同 , 则 对 应 的 状态 空间 表达 式 中 必然 存在 输入 到 输 
出 的 直接 传递 项 。 
重新 考察 状态 方程 式 (1. 4.47) ,将 其 改写 为 
Xs 一 一 Qizs 十 (一 aszl 一 CQ2z2) 


u 


一 一 azs 十 [1 一 aa —ajlz (1.4.58) 


按照 状态 方程 的 定义 ,作为 系统 状态 变量 的 zx 和 zx, 同时 也 是 以 zs 为 状态 变量 的 局 部 子 
系统 的 输入 。 这 既 显 示 了 信号 身份 的 多 重 性 ,也 能 为 系统 的 分 析 和 设计 提供 思路 。 

信号 身份 的 多 重 性 的 另外 一 个 例子 是 式 (1.4.14): 车 b= 二 0, 则 y= 二 x3。 这 表明 : zs 既 
是 状态 变量 ,又 是 系统 输出 。 

2. 串联 分 解 

串联 分 解 的 目标 是 : 根据 系统 的 传递 函数 建立 状态 空间 表达 式 , 并 把 输入 决定 输出 的 
动态 过 程 表 示 为 一 系列 1 阶 或 2 阶 子 系统 相 串 联 的 形式 ,如 图 1.4.1 所 示 。 这 种 方式 决定 
了 不 存 由 输入 到 输出 的 直接 传递 项 , 即 传递 函数 中 分 子 次 数 低 于 分 母 次 数 , 是 严格 真有 理 
分 或 。 

u uu pl Wh "A 


-| G(s) -| G(s) ” 


1.4.1 子 系统 的 串联 


由 状态 方程 式 (1. 4. 49) 描 述 的 zi .zy 和 zs ,就 是 串联 关系 的 特例 。 

一 个 实数 系数 多 项 式 总 可 以 分 解 为 1 次 和 (或 )2 次 因 式 的 乘积 , 且 所 有 的 系数 仍 为 实 
数 。 存 在 2 次 因 式 的 原因 是 共 生 复 根 。 

1) 串联 分 解 的 一 般 方法 

串联 分 解 要 把 高 阶 传递 函数 分 解 为 1 阶 和 (或 )2 阶 传递 函数 (分 母 次 数 是 2, 分子 的 次 
数 之 2) 的 乘积 。 为 了 保证 在 状态 空间 表达 式 中 所 有 的 量 都 是 实数 ,有 时 2 阶 传递 函数 作为 
因子 是 必要 的 。 分 解 可 以 按照 以 下 步骤 进行 : 

第 1 步 ,把 高 阶 传递 函数 的 分 母 分 解 为 1 次 和 (或 )2 次 因 式 的 乘积 。 实 根 对 应 1 次 因 
式 , 共 思 复 根 对 应 2 次 因 式 。 

第 2 步 , 若 高 阶 传递 函数 的 分 子 多 项 式 次 数 过 1, 将 其 分 解 为 常数 1 次 和 (或 )2 次 因 式 

第 3 步 ,根据 因 式 分 解 的 结果 把 高 阶 传递 函数 表示 为 1 阶 和 (或 )2 阶 传递 函数 的 乘积 。 
唯一 的 要 求 是 ,分 子 次 数 不 超 过 分 母 次 数 。 

以 上 分 解 的 结果 显然 不 是 唯一 的 ,即便 高 阶 传递 函数 分 子 为 常数 ,也 是 如 此 。 

由 于 被 分 解 的 高 阶 传递 函数 是 严格 真有 理 分 式 , 分 解 之 后 至 少 有 一 个 传递 函数 因子 是 
严格 真有 理 分 式 。 


第 1 章 ”控制 系统 的 状态 空间 描述 21 


考虑 一 个 4 阶 系统 


bi(st bz) (st bss bss) 
(s 二 ai)(s 十 as)(s 十 cas 十 cs) 


其 中 6b1 关 0,a$1 二 4a$s, 即 系统 存在 共 轿 极点 。 对 于 其 他 参数 没有 任何 要 求 ,包括 可 能 出 现 的 
重 根 。 定 义 


(1.4.59) 


g(s) 


b 


g1(5) = (1.4.60) 
s+ai 
gs) = 1 .4.61) 
5 十 az S 十 az 
5 十 bais 十 ba (ba — as1)s + (bs 一 aaz) 
5 1 1.4.62 
Bas) 5 十 aas 十 asz 5 十 asis 十 aaz 蚂 ) 


按照 图 1.4. 1 建立 系统 的 串联 分 解 。 这 里 子 系统 gy(s)、gs(s)、g3(s) 的 不 同 顺序 会 导致 最 
终结 果 的 不 同 , 但 表示 第 1 个 子 系统 的 传递 函数 要 求 是 严格 真有 理 分 式 。 

以 下 的 过 程 ,关键 是 明确 每 个 子 系统 的 输入 和 输出 ,然后 按照 已 有 的 1 阶 和 (或 )2 阶 传 
递 函数 的 处 理 方法 建立 各 个 子 系统 的 状态 空间 表达 式 。 

对 于 第 1 个 子 系统 ,输入 和 输出 分 别 是 x 和 yi 。 按 照 式 (1.4. 56) 和 式 (1.4.57) ,可 得 


Zi 一 一 QZi 十 妈 (1.4.63) 

2 = bz (1.4.64) 

对 于 第 2 个 子 系统 ,输入 和 输出 分 别 是 wm 和 % 。 按 照 式 (1.4. 56) 和 式 (1.4.57), 可 得 
Zs azsTz 二 yl azzz biz (1. 4.65) 

yz Tz (bs — as) yi Zz (bz 一 az)Oz1 (1.4.66) 


对 于 第 3 个 子 系统 ,输入 和 输出 分 别 是 y。 和 y。 按 照 式 (1.4.53) 一 式 (1.4.55) ,可 得 


Tal 0 1 Zal 0 
-| 此 上 (1.4.67) 
Es —as 一 03lJLzsz 1 


2 
y= [bz 一 asz) (ba -本 本 F yz (1.4.68) 
Ta2 
根据 式 (1. 4. 67) 和 式 (1.4.66), 有 
Tal — Zs2 
Za dT daT32 TT y2 
=— dazTXa 一 Q31732 + Zz (bs — az bz (1.4.69) 
由 式 (1.4.63)、 式 (1.4.65) 和 式 (1.4.69) 得 状态 方程 
Zl 一 aa 0 0 @ [a 1 
Zs bi —az 0 0 2 0 
一 二 u (1.4.70) 
Za 0 0 0 1 Tal 0 
(bs — az) bi 1 — as 一 43slJ| za 0 


X32 


根据 式 (1. 4.68) 和 式 (1. 4.66) ,得 输出 方程 
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二 
多 一 [(bss 一 az) (bs -二 Fa (bs — azs)bizx 
3 


31 
32 
=[(bs—as)b: 1 (bz—as) (pb 一 asl)] tl,.4.71 


车 定义 


Tal 0 0 
=| | | ，d= (14.72) 
Taz (bs — az) bi 1 


则 状态 方程 (1. 4.70) 等 价 于 如 下 形式 


一 二 0 Oix2 fz1 
bi 一 az 0ixz || zz I+ 
Zs € d A: JLx; 


在 系统 怎 阵 中 , 非 对 角 元 素 表 示 状 态 变量 之 间 的 耦合 ; 在 分 块 矩 阵 的 场合 , 非 对 角 的 分 
块 表示 不 同 子 系统 之 间 状 态 变量 的 耦合 关系 。 

状态 方程 式 (1. 4.73) 在 结构 和 信号 方面 具有 以 下 特征 : 

第 一 ,系统 矩阵 为 下 三 角 和 矩阵 ,或 分 块 下 三 角 和 抢 阵 ; 控制 向 量 第 1 个 子 块 非 零 ,其 余 元 
素 为 零 。 

第 二 ,上 述 状态 方程 具有 级 联结 构 , 即 子 系统 是 有 顺序 的 。 顺 序 的 改变 一 般 会 带 来 系统 
的 表示 的 改变 。 

第 三 ,输入 直接 影响 第 1 个 状态 变量 ,依次 间接 影响 其 他 状态 变量 。 

第 四 ,状态 变量 之 间 单 向 解 耦 , 即 每 个 子 系统 的 状态 变量 和 它 前 面子 系统 的 状态 变量 有 
关 , 而 和 后 面子 系统 的 状态 变量 无 关 。 

对 于 串联 分 解 , 每 个 局 部 子 系统 建 模 方式 的 多 种 多 样 ,这 是 继 传 递 函数 乘积 分 解 之 外 ， 
导致 最 终 整个 状态 空间 表达 式 的 结果 不 唯一 的 另 一 因素 。 

在 串联 分 解 中 ,前 一 个 子 系统 的 输出 恰 为 后 面相 邻 子 系统 的 输入 。 注 意 到 子 系统 维 数 
都 不 高 ,这 实际 上 为 解决 低 维 控制 输入 如 何 调节 高 维 状态 向 量 的 问题 提供 了 一 种 思路 。 

2) 串联 分 解 的 特殊 情况 

以 上 讨论 了 建立 串联 分 解 的 一 般 方法 ,下 面 就 传递 函数 具有 多 重 极 点 的 两 种 特殊 情况 


2 . 
0 


O02x1 


u (1.4.73) 


讨论 串联 分 解 。 
先 来 考虑 一 个 具有 3 重 实数 极点 的 系统 严格 真传 递 函 数 
_ bs) 
EC = ty (1.4.74) 
选取 状态 变量 
&(S) ul(s) _ u(s) 
六 a ZX2(5) a ds ge (L763 
于 是 有 
zx) = a) zd) ry), zs) — us) (1.4.76) 
sa s+a s+a 
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得 到 状态 方程 
Zi1(t) =— axri(t) + x:(t) 
Zs(t) 一 一 ara(t) + zs(t) 
Za(t) =— azrs(t) +ul(t) (ET 
状态 变量 之 间 显然 是 串联 结构 。 
同时 , 式 (1.4.74) 总 存在 分 解 
a) ee Gy 到 Gy De We 
其 中 ci \ca cs 为 常数 。 因 此 ,由 y(s)= 二 g(s)u(ls) 得 
y(s) es) + a + Ea 
=c1T1(5) 十 czzz(s) 十 cszs(s) (1.4.79) 
输出 方程 是 
y(t) = cr(t) 十 czzz(t) 十 cszs(Ct) (1.4.80) 
状态 方程 的 矩阵 向 量 形式 为 
注 —a 1 0 Edi 0 
zz |=|0 一 aa 1 中 0 jx (1.4.81) 
井 0 0 一 如 Lzs 1 


这 里 系统 矩阵 是 Jordan( 若 当 ) 块 ,属于 上 三 角 和 矩阵 ; 输入 向 量 最 后 一 个 元 素 非 零 ,其 余 
元 素 都 是 0。 这些 特征 虽然 和 式 (1. 4.73) 不 一 致 ,但 二 者 串联 的 本 质 却 是 一 致 的 。 

一 个 有 共 轿 极点 的 2 阶 传递 函数 ,在 实数 范围 内 不 存在 串联 分 解 。 一 种 解释 是 : 其 传 
递 函 数 的 分 母 不 能 分 解 为 实 系数 一 次 因 式 的 乘积 ; 注意 到 2 阶 传递 函数 的 串联 分 解 ,其 系 
统 矩 阵 一 定 是 上 三 角 和 矩阵 或 下 三 角 符 阵 。 但 这 样 的 实数 窍 阵 ,其 对 角 元 即 为 特征 值 , 也 就 是 
传递 函数 的 极点 ,显然 无 法 拥有 共 思 极 点 。 这 是 另外 一 种 解释 。 


考虑 具有 共 斩 极 点 的 严格 真传 递 酚 数 
gD = 全 六 (1.4. 82) 
的 一 种 状态 空间 表达 式 ,其 中 Pz0。 系 统 具有 一 对 共生 复 根 a 士 j8。 
选取 状态 变量 
x1(s) i “ 旦 = 一。 六 | | 
jd i a | jj (1.4.83) 
即 
ZX1(5) Si 一 前 河和 十 原 
上 | 人 je (1.4.84) 
由 式 (1.4.83) 得 
s—a —B [zi(s) 一 1 
| | 上 | 上 | (1.4.85) 
hb TE—alLa() 1 
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ST1(5) = axi(s)++Bzrs(s) —u(s) 
st2(5s) =— Bri(s) ars(s) 十 xs) 


状态 方程 是 
Ti1(t) = axri(t)+Br(t) — ult) 
Za(t) =— Bri(t) + ars(t) t+ u(t) 
对 应 的 矩阵 向 量 形式 为 
DD] fa Bla) 
WW Iw | 
输出 方程 是 


= 击 [Ce 一 BA 于 南 ” 息 于 册页 直 相 了] 


B 
读者 可 以 从 式 (1.4. 82) 和 式 (1. 4. 84) 尝 试 推 导 


o 


L 


Hho 


| 
z(t) 


(1.4.86) 


(1 4:87) 


(1. 4.88) 


〈1. 4. 89) 


当 高 阶 传递 函数 具有 重 数 大 于 等 于 2 的 共 轿 极点 时 ,可 以 建立 类 似 于 式 (1.4. 81) 的 ,分 
块 形式 的 串联 结构 。 考 虑 具有 3 重 共 斩 极 点 的 严格 真传 递 函 数 


g(s) = 


的 一 种 串联 形式 的 状态 方程 的 建立 ,其 中 B 产 0。 
选取 状态 变量 


b(s) 
本 一同 2 十 尺 下 


xa(s) 


[es| 1 | 
X32 (8) (s—a)? 二 


rd 1 | 
ZT22 (8) 一 0 皇 并 


i Xu(s) | 
ee md | 


参照 建立 式 (1. 4. 88) 的 思路 可 得 状态 方程 


Zult) 


a BB 1 1 
X12(t) —pa 0 1 
tu)| |0 0 «a 8 
Bi)| | 0 0 一 2 
i 0 0 0 0 
总 本 6 机 掏 人 


号 


一 包月 


了 一 全 


xu(t) 
X12 (1) 
an 
Tz2 (1) 
Zalt) 


Za2 (1) 


| 
| 


Hj: 


a eal le 


s—@ Bp 


| 


Zs (5s) 
X21(5) 


ZT22 (5) 


0 
0 
0 
0 
一 下 
1 


| 


ult) 


(1.4.90) 


(1.4.91) 


(1.4.92) 


(1.4.93) 


(1.4.94) 


状态 方程 (1.4. 94) 中 的 系统 矩阵 ,是 3 重 共 斩 复 根 a 士 jp 对 应 的 实 Jordan 块 ,是 分 块 上 


三 角 和 矩阵 ,属于 实 Jordan 型 矩阵 的 一 种 特殊 情况 。 若 记 


‘| 


则 该 系统 矩阵 可 简 记 为 


,| 


0 1 


(1.4.95) 
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WW 而 
0 A E, 
0 0 4 
其 中 0 代表 2 行 2 列 的 零 矩 阵 。 注 意 其 中 包含 2 阶 单位 矩阵 作为 子 块 。 

状态 方程 (1. 4. 94) 表 明 , 输 入 u(t) 和 3 个 以 xz;(7) zz(7) ,zi1(7) 为 状态 向 量 的 子 系统 是 
串联 关系 。 

传递 函数 (1.4. 90) 总 存在 分 解 


(1. 4.96) 


Sn 双 丰 - 
[L(Gs 十 e)2 十 8 
cs5 十 ds cas ds cs++di 
[tar +tPF tLeta tPF G+tor tp 


c 和 是 待定 常数 。 读 者 可 据 此 和 式 (1.4.91) 一 式 (1.4.93) 尝 试 推导 输出 方程 。 
3. 并 联 分 解 
并 联 分 解 的 目标 是 ,根据 系统 的 传递 函数 建立 状态 空间 表达 式 ,并 把 输入 决定 输出 的 动 
态 过 程 表示 为 一 系列 低 阶 子 系统 相 并 联 的 形式 : 
(1) 原 系统 的 输入 是 各 个 子 系统 的 共同 输入 ; 
(2) 各 个 子 系统 输出 之 和 为 原 系统 输出 (可 能 仅 为 一 部 分 ,要 考虑 是 否 有 直接 传递 项 ) ; 
(3) 子 系统 之 间 解 耦 , 即 各 个 子 系统 的 状态 变量 之 间 没 有 直接 关联 ,如 图 1. 4. 2 所 示 。 
这 种 方式 关注 输入 决定 输出 的 动态 过 程 ,对 于 输入 到 输出 的 直接 传递 项 没有 特别 要 求 。 


| 


—w| GIG) 
u 内 
十 
Gals) 


六 


1.4.2 子 系统 的 并 联 


并 联 分 解 要 把 高 阶 传递 函数 (严格 真有 理 真 分 式 ) 
Pls) P(s) 


| .4.98) 
w= ey (1.4.98 
分 解 为 低 阶 严格 真有 理 真 分 式 的 加 和 
Ut ，， KR 
(s—ai)™ | 二 )™ (1.4.99) 


其 中 a;、pi、g; 为 实数 ,ai 互 异 ,二 元 组 (p;.g;) 互 异 ; pp 二 4g;, 即 对 应 共 示 复 根 ,ni,m; 宇 1; 
Ui(s) ,Vi(s) 为 系数 待定 的 多 项 式 , 次 数 分 别 低 于 n; 和 zm;。 

分 解 可 以 参照 以 下 步骤 进行 : 

第 1 步 , 把 高 阶 传递 函数 的 分 母 分 解 为 1 次 和 (或 )2 次 因 式 的 乘积 。 实 根 对 应 1 次 因 
式 , 共 思 复 根 对 应 2 次 因 式 。 

第 2 步 ,对 高 阶 传递 函数 进行 形 如 式 (1. 4. 99) 的 分 解 。 

第 3 步 ,为 每 个 低 阶 传递 函数 Ui;(s)/(s 一 ai)% 和 Vi(s)/(s 十 pis 十 qi) 建立 状态 空间 表 
达 式 
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Lit) = Aizi(D + bult) ,y(t) = ciri(t) (1.4.100) 
具体 方式 不 限 。 
第 4 步 ,高 阶 传递 函数 并 联 形 式 的 状态 空间 表达 式 为 
局 A， 


是 uD), yD) = Deizilt) (1.4.101) 


bi 


Zt) Xi(t) 

状态 方程 (1. 4. 101) 在 结构 和 信号 方面 具有 以 下 特征 : 

(1) 系统 和 矩阵 为 分 块 对 角 和 矩阵 ; 各 个 输入 向 量 b; 输出 向 量 ci 均 不 为 零 。 

(2) 各 个 子 系统 的 地 位 是 平等 的 , 即 子 系 统 没有 先后 顺序 的 区 别 。 

(3) 输入 直接 同时 影响 各 个 子 系统 。 

(4) 由 于 系统 矩阵 中 表示 各 个 子 系统 状态 关联 的 非 对 角 块 都 是 零 块 ,所 以 子 系统 之 间 
双向 解 耦 , 即 子 系统 状态 变量 之 间 不 存在 耦合 。 

与 串联 分 解 类 似 , 由 于 每 个 局 部 子 系统 建 模 方式 的 多 种 多 样 ,并 联 分 解 最 终 整个 状态 空 
间 表 达 式 的 结果 也 不 是 唯一 的 。 

由 于 严格 真有 理 分 式 g(s) 总 存在 如 下 分 解 ; 


s(s) 2 Au- 了 A EN 
: (s—aD)™ (s—a)™! s—al 
Bn s 十 Cnmi | De i Bg 十 入 ja 二 汪 诡 纯 
Cs- Bs (s+ pist gi)™ 二 为 1 兴 赴 二 


其 中 au 加 ai 为 实数 ,ai 互 异 , 二 元 组 (pi;,g;) 互 异 ; 二 4giyniysmi; 宇 1; 所 以 ,通过 把 
式 (1.4.102) 中 的 项 进行 适当 合并 , 式 (1.4.99) 形 式 的 分 解 总 能 实现 。 

在 串联 分 解 中 ,每 个 参与 串联 的 子 系统 是 1 阶 或 2 阶 的 。 但 在 并 联 分 解 中 ,参与 并 联 的 
子 系统 未 必 都 是 1 阶 或 2 阶 的 。 这 是 因为 ,在 分 解 式 (1. 4. 99) 中 可 能 会 出 现 式 (1. 4. 74) 或 
式 (1.4.90) 那 样 的 传递 函数 。 一 方面 .这样 的 传递 函数 对 应 的 任何 一 种 实数 表示 的 状态 方 
程 ,其 状态 变量 之 间 都 必然 是 耦合 的 , 即 不 存在 并 联 分 解 ; 另 一 方面 ,这 样 的 传递 函数 阶 次 
显然 高 于 2 阶 , 对 应 的 子 系统 阶 次 自然 高 于 2 阶 。 

在 并 联 分 解 中 ,输出 是 各 个 子 系统 状态 的 线性 组 合 。 假 设 输入 u(z) 是 控制 输入 ,那么 
这 时 形式 上 就 出 现 一 个 控制 信号 u(z) 如 何 同时 调控 多 个 孤立 的 状态 向 量 的 问题 。 

总 结 直接 分 解 、. 串 联 分 解 和 并 联 分 解 ,很 多 时 候 状态 变量 并 不 具有 明确 的 物理 含义 。 这 
是 为 了 保证 系统 特定 描述 形式 而 付出 的 代价 。 


1.4.3 机理 建 模 


按照 系统 的 运行 机 理 建立 状态 空间 表达 式 , 本 质 就 是 状态 变量 的 选取 和 信号 替换 ,可 以 
参考 以 下 步骤 : 

第 1 步 ,确认 输入 、 输 出 信号 ; 

第 2 步 , 选 定 某 些 信号 作为 状态 变量 : 电容 电压 .电感 电流 ; 质点 位 移 、 速 度 ; 角 位 移 、 
角速度 等 ,个 数 为 储 能 元 件 ( 电 容 、. 电 感 、 质 量 .转动 惯量 等 ) 总 数 ; 

第 3 步 ,根据 物理 规律 建立 若干 等 式 , 其 个 数 等 于 状态 变量 个 数 ; 

第 4 步 , 全 部 信号 用 状态 变量 及 其 1 阶 导数 、 输 入 和 元 件 参 数 来 替换 ,要 保证 全 部 状态 
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变量 的 1 阶 导数 都 出 现 ; 

第 5 步 , 将 全 部 状态 变量 的 1 阶 导数 看 作 形式 上 的 未 知 量 , 求 解 方程 组 ,从 而 得 到 各 个 
状态 方程 ; 

第 6 步 ,用 状态 、 输 入 表示 各 个 输出 ,得 到 输出 方程 (只 能 是 代数 方程 ,不 能 出 现 信 号 的 
导数 ); 

第 7 步 , 如 果 是 线性 系统 ,将 状态 方程 和 输出 方程 改写 为 矩阵 向 量 形式 。 

进行 机 理 建 模 , 理 论 基础 是 第 3 步 。 如 果 没 有 明确 的 等 式 规律 可 以 利用 ,机 理 建 模 也 就 
无 从 谈 起 。 

第 2 步 中 状态 变量 的 选取 原则 , 仅 是 出 于 直接 利用 物理 规律 的 需要 ,是 为 了 建 模 的 方 
便 。 后 续 会 看 到 ,状态 变量 的 选取 方式 实际 上 多 种 多 样 。 

【 例 1.4.1】 考虑 图 1.4. 3 所 示 的 RLC 电路 ,输入 为 电源 
电压 e(z) ,输出 取 为 电阻 Rs 的 端 电压 ux, (1) 。 按 照 上 述 步骤 建 
立 相应 的 状态 空间 描述 。 

@ 根据 已 知 信息 ,输入 为 电源 电压 e(z) ,输出 为 电阻 R 的 
端 电压 UR, (1)。 

@ 储 能 元 件 为 电容 和 电感 ; 选取 uc (1) 和 ii (1z) 为 状态 图 4.3 RLG 电 路 
变量 。 

@ 对 于 Rs 一 L 一 C, 有 


UL(t) = uc(t) + ur, (t) (1.4.103) 
对 于 el1) 一 Ri 一 L, 有 
el(t) = Ri[iz(t) +ic(t) + ut) (1.4.104) 
@ 把 式 (1. 4. 103) 和 式 (1. 4. 104) 中 的 信号 替换 为 状态 uc (2) i (?) 及 其 1 阶 导数 
c(t) viiL(t) 以 及 输入 e(t) : 
RsCuic(t) —LiL(t) =— uc(t) (1.4.105) 
RiCiic(t) +LiL(t) =— Rir(t) +elt) (1.4.106) 


回 把 状态 的 1 阶 导数 &c (1)、iL(t) 看 作 形 式 上 的 未 知 量 ,求解 方程 式 (1. 4. 105) 和 
式 (1.4.106) 得 状态 方程 : 


及 EE 1 
tc(t) RRC CR RIC' + oR FRIC (1.4.107) 
: 1 Ri 1 
iL(t) RR CR RL + RL 4108) 
@ 用 状态 uc (1) iL(t) 、 输 入 e( 四 表示 输出 ux, (2): 
ur, (1) = Raic = RsCiic (1.4.109) 
输出 方程 不 能 包含 导数 项 ,把 式 (1.4. 107) 代 入 式 (1.4. 109) 计 算 ,得 到 输出 方程 
及: RIR, . R, 
ur, (1) RR RT + (1.4.110) 


@ 注意 到 式 (1.4.107) \ 式 (1.4.108) 和 式 (1.4.110) 右 端 都 是 关于 状态 wc (7) i (1) 以 
及 输入 e(?) 的 线性 组 合 , 是 线性 系统 ,因此 可 将 其 写成 矩阵 向 量 形式 
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1 酌 1 
&c(D) thi 十 启 区 ”十 局 开 ed RETRIC| 
一 t 
Li R, RiR; iL (1) R， 是 
(RHRIL RtRIL RR 
(1. 起 过 谤 
R， R,R。，][uc(oD) 靖 
up, (1) | 直入 | + Re CL. 1 


在 图 中 , 式 (1.4.103) 和 式 (1.4.104) 的 选取 并 不 是 唯一 的 。 从 描述 系统 变化 规律 且 相 
互 独立 的 任意 两 个 方程 出 发 ,都 可 以 得 到 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 ,虽然 过 程 会 有 简 繁 
尝 沧 : 

对 于 有 明确 力学 规律 但 受 力 分 析 复 杂 的 系统 ,通常 可 从 能 量 和 广义 能 量 的 观点 出 发 , 利 
用 拉 格 朗 日 - 欧 拉 方程 建立 系统 的 动力 学 模型 ,这 样 可 以 简化 建 模 过 程 。 参见 理论 力学 或 
分 析 力 学 的 相关 内 容 。 这 种 思路 还 可 以 推广 到 电磁 系统 ,利用 广义 的 拉 格 朗 日 - 欧 拉 方程 
进行 建 模 , 避 开 复杂 的 电路 分 析 。 


1.5 组 合 系统 的 状态 空间 描述 

由 两 个 或 两 个 以 上 的 子 系统 按照 一 定 方式 联结 而 构成 的 系统 称 为 组 合 系统 。 组 合 的 基 
本 方式 可 分 为 串联 并联 和 反馈 3 种 类 型 。 不 论 在 分 析 阶 段 还 是 设计 阶段 ,一 个 比较 复杂 的 
实际 系统 ,往往 就 是 基于 各 种 联结 方式 的 组 合 系统 。 

由 子 系统 的 状态 空间 描述 建立 组 合 系统 的 状态 空间 描述 ,关键 有 3 点 : 

Q 联结 条 件 , 即 子 系统 的 输入 、 输 出 维 数 特征 

@ 输入 、 输 出 信号 的 身份 多 重 性 或 信号 运算 ; 

@ 信号 替换 ,因为 状态 方程 里 面 不 能 有 状态 和 输入 以 外 的 信号 。 


考虑 两 个 子 系统 
K1(t) = Aixi(t) + Biu(t) KE2(t) = Asxs(t) + Bust) 
Si: ， S:: (人 到, 坊 
y1(t) 一 Cxi(Gt) 十 Dim(Ct) y2(t) = Czxz(t) 十 Darz(Ct) 


其 传递 函数 矩阵 分 别 为 G1(s) 和 G:(s)。 下 面 就 3 种 基本 组 合 方式 ,给 出 组 合 系统 的 状态 空 
间 描 述 。 

1. 子 系统 的 串联 

考虑 如 图 1. 5. 1 所 示 的 由 子 系统 S, 和 S。 经 过 串联 构成 的 组 合 系统 , 子 系统 的 传递 函 
数 和 矩阵 分 别 为 G1(s) 和 Gs(s)。 


uu PD 深 六 
| G(s) ~ Gs) 
图 1.5.1 子 系统 的 串联 
Si 和 S。 可 以 串联 联结 的 条 件 是 : 
dim(y1) = dim(u;) C1, .2 


这 里 dim 表示 向 量 的 维 数 。 
在 按照 S, 一 S; 的 顺序 串联 后 ,组 合 系统 在 变量 上 具有 以 下 特点 : 
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下 一 Mi Uw=yh, y=y {1.5 
下 面 以 式 (1. 5. 1) 和 式 (1.5. 3) 为 基础 ,推导 组 合 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 。 
首先 ， 
XK1(t) =Aixi(t) + Biu(t) 
=Aixi(t) + Biu(t) (1.5.4) 
X(t) =Asx2 (1) + Bu, (1) 
=A,x;2(t) + By1(t) 
=Asxz(t) + B,[Cixi(t) + Diu(t)] 
=Asxz(t) + Bs[LCixi(t) + Diult)] 


一 BCixi(t) + Aoxz (1) + B,Diu(lt) (1 5.5) 
式 (1. 5.4) 和 式 (1. 5.5) 就 是 组 合 系统 的 状态 方程 ,也 可 表示 为 
xX1(1) | Al 0 | ed | B | 
3 十 ult) (1. 5..6) 
ee BC A, JLx,(1) B,D 
然后 推导 组 合 系统 的 输出 方程 : 
= 


=C2xz(t) + Du; (t) 
=Cx2 (1) + Dy (1) 
=C,xz(t) + D,[Cxi Ct) Du t)] 
=C,x2(t) + D;, [Cx (2) + Diult)] 


一 DeCixi (ti) + Cexz(t) + D:Diult) (1. 5.7) 
也 可 进一步 表示 为 
= [D;C, ooh D; Diult) (1.5.8) 
xX2(t) 
由 图 1. 5. 1 和 式 (1. 5. 3) 可 得 
y(s) =y2(s) 
=G,(s)us(s) 
=G,(s)y1(s) 
=G;(s)G1 (us) 
=G,(s)Gi (su(s) (1. 5.9) 
所 以 组 合 系统 的 传递 函数 矩阵 是 
G(s) = G2(s)G1(s) (1 i) 


注意 式 中 乘积 的 顺序 ,因为 一 般 来 说 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 。 

子 系统 串联 组 合 ,状态 方程 最 显著 的 特征 在 于 ,系统 矩阵 是 分 块 上 三 角 ( 或 下 三 角 ) 拓 
阵 。 这 体现 了 子 系统 状态 之 间 的 单 向 耦合 。 

子 系统 串联 组 合 与 传递 函数 串联 分 解 建立 状态 空间 描述 相 比 ,共同 之 处 在 于 系统 矩阵 
的 三 角 结构 ; 不 同 之 处 在 于 ,后 者 输入 直接 影响 第 1 个 子 系统 ,依次 间接 影响 其 余子 系统 ， 
而 前 者 中 ,各 个 子 系统 同时 受到 输入 的 直接 和 间接 影响 。 当 然 ,前 者 的 输入 、 输 出 不 再 局 限 
于 单 变 量 。 
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2. 子 系统 的 并 联 


考虑 如 图 1. 5.2 所 示 的 由 子 系统 S, 和 S; 经 过 并 联 构成 的 组 合 系统 , 子 系统 的 传递 函 


数 矩 阵 分 别 为 G1(s) 和 G(s)。 


-| G(s) 


u 并 Ld 
一 一 人 | + 
G(s) 


1.5.2 子 系 统 的 并 联 


Si 和 S, 可 以 并 联 联 结 的 条 件 是 : 
dim(um) = dim(u), dim(y) = dim(y;,) 
子 系统 S, 和 Ss 并 联 后 ,组 合 系统 在 变量 上 具有 以 下 特点 : 
U=W = y= +y: 


根据 这 些 信号 特点 易 得 
XK1(1) =Aixi(t) + Biu(t) 
=Aixi1(?) T+ Biu(t) 
X21t) =Asxz (1) + Bous (1) 
=A,x2 (1) 二 Bou(t) 
三 流 十 琉 


=[Cixi(t) + Diw (ti] 十 [Csxs(t) + Dous(t)] 


=[Cixi(t) + Diu(t) | [Cx Ct) + Doulz)] 
=[Cixi(t) + Cx2 1) + [LD + D; Jult) 
以 上 就 是 并 联 组 合 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 ,也 可 进一步 表示 为 


Xx1(1) | Bi 
四 edu， 

Xz2 (1) 0 Az:jJLxz(z) B; 
XI 人 


时 
y=[C cd| 上 [Di + D; Ju(t) 
PI 


由 图 1. 5.2 和 式 (1. 5. 12) 可 得 
(Cs) =y1(s) + y2 (5) 
=G (su(s) + G(s)us(s) 
=Gi(s)u(s) + G(s)u(s) 
=[Gi(s) + G(s) Ju(s) 
所 以 组 合 系统 的 传递 函数 矩阵 是 
G(s) = G(s) + G(s) 


统 状 态 之 间 是 完全 解 耦 的 。 


Ll 


(1. 


(1, 


Kl 台 


tls 


《和 


带 国 


11> 


.12) 


.13Y 


.15) 


.16) 


(1.5.18) 
子 系统 串联 组 合 , 状 态 方 程 最 显著 的 特征 在 于 ,系统 矩阵 是 分 块 对 角 和 矩阵 。 这 表明 子 系 


子 系统 并 联 组 合 与 传递 函数 并 联 分 解 建立 状态 空间 描述 相 比 ,共同 之 处 在 于 系统 矩阵 
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的 分 块 对 角 结 构 ; 不 同 之 处 在 于 ,前 者 的 输入 、 输 出 不 再 局 限于 单 变量 。 

3. 子 系统 的 反馈 联结 

考虑 如 图 1. 5. 3 所 示 的 由 子 系统 S, 和 S; 经 过 反馈 联结 构成 的 组 合 系统 , 子 系统 的 传 
递 函 数 矩 阵 分 别 为 G1(s) 和 G;(s)。 


划 “三 Ul 站 py 


CO -| G6) 上 一 一 一 


Gs) = 
“2 更 


1.5.3 子 系统 的 反馈 联结 


Si 和 S, 可 以 反馈 联结 的 条 件 是 : 


dim(Ce ) = dim(y )， dim(u;) = dimCy ) 〈1. 5. 19) 
子 系统 S, 和 Ss 进行 反馈 联结 后 ,组 合 系统 在 变量 上 具有 以 下 特点 : 
=WU—y, N=y= us (1: S20 


根据 这 些 信 号 特点 ,有 
X1(t) =Aixi(t) + Biu (t) 

=Aixi(t) 二 Bi[u(t) — y(t)] 
Aixi(t) + BLult) — Cx (it) — Dus(t)] 
Aixi(t) + BiLult) — Cx; 1) — D, y(t)] 

=Aixi(t) 二 Bi{u(t) — Cx2(t) — D;[Cixi (Ct) + Diu (tt)]} 

=Aixi(2) + BiLalt) — DsCixi(t) — Coxs 2) — D:Diuy dt)] (lS21 

比较 第 1 个 和 最 后 1 个 等 号 的 右 端 ,得 


u(t) u(t) 一 了 Cixi(t) — Cx (t) — D,Diu(t) [9 
即 
(E+ DDi)u(t) = u(t) — DsCixi(t) — Cx (t) (1 5.23 
设 和 矩阵 
E+ D:D, (1. 5,24) 
可 道 , 得 
u(t) = (E+ D:D) [u(t) — D2Cixi(t) — Cex2(t)] (1. 5.25) 


代入 到 式 (1. 5. 21) ,得 状态 方程 
X1(t) =Aixi(t) + Biu (tt) 
=Aixi(1t) + Bi(E+ DD) [u(t) — DCixi(t) — C2x; (1)] 
=[Ai— B.(E+D,D) "DC, xz 一 
B.(E+D.D) Cx2(t) 十 
Bi (E+ D,D,) u(t) (1. 5.26) 
对 于 第 2 个 子 系统 ,有 
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Xs (1) 一 Azxz(t) 十 Ba2rz(t) 
=Asxz (1) + B, y(t) 
=Asxz(t) + BLCixi lt) + Diu (it)] 
=Asxzs (2) 二 Bo{Cixi(t) + DI (E+D,D)'! x 
[uC2) — DC xi(t) — Cx (0) ]} 
=B:[C 一 Di(E+ DD) "DC jx1(t)+ 
[A: 一 BD (E+ D:D1) "CC; jx2(t) 十 


B,Di (E+ D,D1) u(t) (1.5.27) 
式 (1. 5.26) 和 式 (1. 5.27) 就 是 反馈 联结 的 状态 方程 ,也 可 写 为 
| [ | | 
加 一 ut) (1. 5. 28) 
Es (1) Az Azs || x (1) B; 
其 中 
An = Ai— Bi(E++ DD) "DC, 
Aiz =— Bi (E+ DD) 7C; 
A = BiC, — BD (E + D:D1)-!D,C, 
Az = 4; — BD (了 十 D: DC2 
B, = Bi (下 十 D2 Di 一 
B, = BD (E+ DD) (1. 5. 29) 
利用 式 (1. 5.20) 中 的 第 2 式 ， 


y(t) =y1(t) 
一 Cixl(t) + Diui (i) 
一 Cuz (ti) + Di(E+ D:D) [u(t) — DsCixi(t) — Coxs(t)] 
一 [C: — D,(E+ DD) "DC jxi(t)— 
Di (E+ D:D1) Cxz(t) + Di(E+ DD) ut) 


x1(1) 
=[G.—Di (E+DD)DC, —D: (E+D:D mo]| ws 
X2 


Di (E+ DD) ult) (1. 5. 30) 


这 就 是 反馈 联结 系统 的 输出 方程 。 
若 两 个 子 系统 都 没有 直接 传递 项 , 即 D, 、.D; 都 为 零 , 则 组 合 系统 状态 空间 描述 简化 为 


x1(1) Al — BiC; |[xi(t) Bl 
= 区 池 u(t) 
x2 (1) BC A; x2 (i) 0 


xi1(t) 
(2) = [0G o] | (1. 5.31) 
Xz (1) 
根据 式 (1. 5. 20) 
y(s) =y1(s) 
=G(s)u(s) 


=Gi(s)[u(s) — y2(s)] 
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=Gi(s)[u(s) — G(s)us(s)] 
=Gi(s)[u(s) — G(s)y(s)] 


=Gi (Su(s) — G(s)G,(s)y(s) (1 BB) 
于 是 有 
[E+G(s)G:(s)]y(s) = G(s)uls) C1 5.33) 
设 和 矩阵 
E+G(s)G:(s) (1.5.34) 
可 逆 , 得 反馈 联结 系统 的 传递 函数 矩阵 
G(s) = [BE 十 GD)G:(G)] GCCG) 1 


传递 函数 矩阵 (1. 5. 35) 还 有 另外 一 种 形式 。 推 导 如 下 : 
Ui(s) =u(s) 一 yz(C3) 
=u(s) — G(s)us(s) 
=u(s) — G(s)y1(s) 


=u(s) — G(s)G1(s)u(s) (1 S26 
由 此 
[E+G,(s)G,(s) Ju(s) = wu(s) (1 Sa 
设 矩 阵 
EG,(s)G(s) (1.5.38) 
可 道 ,得 
tu(s) = [E+ G(s)G1 Cs) us) (1. 5. 39) 
进而 有 
y(s) =y1(s) 
=G(s)u(s) 
=Gi()LE+ G(s)G1 (5) us) (1.5.40) 
于 是 得 组 合 系统 的 传递 函数 矩阵 
G(s) = Gi(Cs) [E+ G(s)G1(5)] (1.5.41) 


为 了 便于 理解 反馈 联结 ,这 里 给 出 矩阵 理论 的 一 个 结果 : 对 于 矩阵 4 和 B, 若 乘积 AB 
为 方 阵 , 则 BA 也 是 方 阵 , 且 二 者 具有 相同 的 非 零 特征 根 。 证 明 可 由 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 
的 定义 给 出 。 根 据 这 一 结果 ,E 十 Gs(5)G1(s) 和 EE 二 G1(5)Gs(5) 下 十 D:D 和 EE 十 D1D; 可 道 
性 相同 , 即 同时 可 逆 , 或 同时 不 可 逆 。 


1.6 状态 向 量 的 可 逆 变 换 

在 系统 的 状态 空间 描述 中 ,一 组 状态 变量 构成 了 状态 空间 的 一 个 坐标 系 。 状 态 变量 的 
不 同 选取 方式 对 应 不 同 的 坐标 系 。 同 一 个 系统 ,在 不 同 坐标 系 下 的 表达 式 也 是 不 同 的 。 回 
顾 前 面 的 状态 空间 建 模 可 知 , 同 一 个 传递 函数 ,进行 直接 分 解 .串联 分 解 和 并 联 分 解 后 ,由 于 
状态 变量 选取 的 不 同 , 得 到 的 系统 矩阵 ,输入 向 量 和 输出 向 量 一 般 来 说 也 不 同 。 

这 种 多 样 性 ,实际 上 可 以 为 基于 特定 参数 矩阵 的 分 析 或 设计 方法 提供 便利 。 例 如 伴侣 
矩阵 的 特征 值 只 取决 于 最 后 一 行 ,改变 这 一 行 就 可 以 实现 极点 配置 ; 并 联 形式 的 状态 方程 
易于 得 到 系统 的 极点 信息 ; 串联 形式 的 状态 方程 ,由 于 子 系统 都 是 1 阶 或 2 阶 的 低 阶 系统 ， 
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因而 为 逐步 后 推 (backstepping) 的 设计 思想 提供 了 前 提 准 备 。 由 此 ,系统 状态 向 量 的 可 道 
变换 ,或 说 坐标 变换 ,是 系统 分 析 和 设计 中 的 一 种 广 为 应 用 的 技术 手段 。 
状态 向 量 的 不 可 逆 变 换 , 会 损失 关键 信息 ,实际 上 会 改变 系统 的 阶 次 。 因 此 ,这 里 强调 


变换 的 可 逆 性 。 
对 于 线性 定常 系统 
xX(1) 一 Ar(D) + Bult) 
s:| (1.6.1) 
y(t) 一 Cxr(Ct) 十 Dru(Ct) 
引入 状态 向 量 的 可 逆 线 性 变换 
x(1) = P-x(t) (1. 6.2) 
这 里 忆 是 可 道 的 常 值 矩 阵 。 设 变换 后 的 系统 状态 空间 表达 式 为 
无 (1) = AxX() + Buli) 
5 十 系 动 
y(t) = Cx() 十 Due(t) 


比较 S 和 S 可 以 看 出 ,u(t) 和 y(t) 没有 变化 。 系 统 状 态 向 量 的 变换 属于 系统 内 部 信号 
的 变化 ,自然 影响 不 到 系统 的 外 部 信号 w(t) 和 y(7)。 
由 式 (1. 6.2) 和 式 (1. 6. 3) 得 
E(t) 一 PC 
一 P-L[4x(Ct) 十 Bu(t)] 
一 P- [4PF(GD) 十 Bu(i)] 


=P APYX(t) +P Bu(lt) (1 
y(t) =Cx(t) + Dult) 
=CP x (1) 十 Du(t) (ly 


比较 式 (1. 6. 3) 一 式 (1. 6. 5) 得 
A=PAP, B=P"B, C=CP,; D=D (1.6.6) 
这 就 是 状态 变换 前 后 系统 参数 矩阵 的 对 应 关系 。 

从 矩阵 理论 的 角度 看 , 式 (1. 6.6) 中 系统 矩阵 4 和 A 是 相似 关系 ,因而 具有 完全 相同 的 
特征 方程 和 特征 值 ; B 和 B.C 和 C 分 别 具 有 相同 的 秩 。 秩 在 这 里 代表 线性 独立 的 输入 或 输 
出 信号 的 个 数 。 

比较 S 和 S ,直接 传递 矩阵 卫 没有 变化 。D 作为 系统 外 部 信号 u(t) 和 y(t) 之 间 的 直接 
传递 系数 矩阵 ,自然 不 受 系统 内 部 状态 向 量 的 影响 。 

根据 传递 函数 矩阵 的 计算 公式 (1. 3. 13) ,系统 S 对 应 的 传递 函数 矩阵 是 

G(s) =C(sE—A) B+D (1.6.7) 
把 式 (1.6. 6) 代 入 式 (1. 6.7) ,进一步 计算 得 

G(s) =CP(sE —P "AP) "PB+D 

一 CPLP- (CE — A)P] "PB+D 

=CP[LP'(sE —A) PIP"'B+D 

=C(sE—A)"B+D (1. 6. 8) 
而 这 也 正 是 状态 空间 表达 式 (1. 6. 1) 的 传递 函数 矩阵 。 

以 上 推导 表明 ,系统 状态 向 量 的 可 道 变换 不 会 改变 系统 的 传递 函数 矩阵。 注意 到 传递 
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函数 矩阵 表达 的 是 系统 外 部 的 输入 输出 关系 ,并 不 涉及 系统 内 部 的 状态 变量 ,这 个 结果 是 自 
然而 然 的 。 

若 两 个 系统 的 参数 矩阵 满足 关系 式 (1. 6. 6) , 则 称 这 两 个 系统 代数 等 价 。 

系统 矩阵 的 特征 值 是 系统 动力 学 特性 的 重要 参数 。 如 果 系 统 和 矩阵 是 对 角 型 或 Jordan 
型 矩阵 , 则 其 特征 值 就 是 对 角 元 素 。 对 于 式 (1.4. 94) 那 样 的 实 Jordan 型 矩阵 ,特征 值 也 能 
由 对 角 块 轻易 获取 。 具 有 这 样 系统 和 矩阵 的 状态 空间 描述 称 为 对 角 标 准 型 或 Jordan 标准 型 。 
标准 型 也 称 为 规范 型 。 

对 于 一 个 状态 空间 描述 ( 见 式 (1.6.1)), 利 用 状态 的 可 道 变换 ( 见 式 (1.6.2) 和 
式 (1. 6. 6)) ,一 定 可 以 将 其 转化 为 对 角 标 准 型 或 Jordan 标准 型 。 转 化 的 过 程 和 系统 矩阵 A 
的 特征 值 和 特征 值 结构 ( 即 重 根 情况 ) 有 关 。 分 为 以 下 几 种 情况 : 

(1) 特征 值 两 两 互 异 ; 如 


5 5 
A= 6 或 A= IL 直 袜 (1.6.9) 
7 1 一 记 
(2) 有 重 根 ,但 每 个 重 根 的 重 数 等 于 其 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 个 数 , 如 
5 
A= 6 (1.6.10) 
6 
其 中 特征 值 6 对 应 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 
(3) 有 重 根 ,但 每 个 重 根 只 对 应 一 个 阶 数 大 于 或 等 于 2 的 Jordan 块 ; 如 
3 
,| 
示 三 (1.6.11) 
杰 工 前 
4 1 
4 


(4) 有 重 根 ,但 重 根 在 对 应 一 个 阶 数 大 于 等 于 2 的 Jordan 块 的 同时 ,还 对 应 其 他 阶 数 大 
于 等 于 2 的 Jordan 块 ,或 以 这 个 根 为 对 角 元 的 对 角子 块 。 如 
3 2 


是 二 ， 或 A4= (1.6.12) 
I ww 
| 4 1 
4 4 
获取 以 上 各 种 情况 下 对 角 型 或 Jordan 型 的 4 以 及 式 (1. 6.2) 中 相应 的 变换 矩阵 已 ,有 
两 种 方法 。 一 是 根据 和 -矩阵 理论 获得 对 角 型 或 Jordan 型 的 A, 再 由 
4 一 P-4P 《L.6.139 
的 等 价 形 式 
PA 一 4P (1.6.14) 
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解 得 变换 矩阵 P; 二 是 由 系统 矩阵 变换 矩阵 4 求 得 其 特征 值 和 特征 值 结构 ,再 由 特征 向 量 
和 广义 特征 向 量 理论 构造 出 变换 矩阵 了 。 其 中 ,第 (4) 种 情形 下 了 的 构造 ,理论 和 方法 都 较 


为 复杂 。 


有 了 变换 矩阵 P, 就 可 以 根据 式 (1. 6. 6) 求 得 变换 后 的 输入 矩阵 和 输出 矩阵 。 


设 系统 矩阵 4 为 3 阶 伴侣 矩阵 : 


0 
0 0 
一 43 一 42 


—al 


特征 值 入 ,Xs 、Xs 两 两 互 异 。 则 变换 矩阵 P 的 一 种 构造 方法 是 : 


DT 
P=|IAN \% 
A 3 


矩阵 4 的 特征 方程 为 


As 
对 
即 变换 矩阵 了 得 每 一 列 恰 为 矩阵 A 相应 特征 值 的 特征 向 量 。 以 第 1 列 为 例 ,验证 如 下 : 


1 


as 十 azs 十 as 十 9 一 0 
而 特征 值 4 必然 满足 特征 方程 , 即 
as 十 azs 十 as 十 s 一 0 
于 是 
0 1 0 1 人 1 
| 0 0 1 | | 对 
一 aa 一 aa —ajJla? 一 aa 一 ah 一 CA 
即 


是 》 的 特征 向 量 。 


容易 验证 : 
0 1 0 :| 
| 0 0 | ha ,|- 
一 aa —as —ajla 43 48 
而 上 式 等 价 于 
LE 半 -4 洲 I 0 
A As Ns 0 0 1 
多 部 起 一 如 一 人 一 全 


由 
人 
和 


2 
28 


1 
A2 
日 


1 
hs 
bE 


A 
by 
| | 
As 


这 个 结果 对 于 特征 值 两 两 互 异 的 高 阶 伴侣 矩阵 具有 普遍 成 立 。 


若 伴侣 矩阵 4 的 唯一 特征 值 和 对 应 一 个 Jordan 块 , 对 于 2 阶 和 3 阶 的 情形 ,分别 有 


| 本 中 四: 


0 4 


|， 
i 


0 


| 


(1.6. 


1; 6G 


(lL:& 


(1.6. 


tL. 太 


i 克 


17) 


18) 


19) 


-20) 


21) 


.22) 


23) 
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和 
站 和 1 0 
A 1 0| A4IAX 1 0|=|0 4 | (1. 6. 24) 
2 1 A 24 1 0 0 4 


即 这 种 情况 下 ,变换 矩阵 己 也 能 由 特征 值 直接 构造 。 

A 以 及 变换 矩阵 己 的 一 般 构 造 过 程 可 参见 线性 代数 或 矩阵 理论 。 应 当 指出 ,上 面 特征 
值 的 4 种 结构 中 ,特征 值 都 有 可 能 是 复数 ,因而 相应 的 变换 矩阵 中 也 会 出 现 复数 。 这 样 的 系 
统 描 述 仅 具 有 数学 意义 ,无 法 物理 实现 。 为 了 避免 这 种 情况 ,就 要 引入 式 (1.4. 94) 那 样 的 实 
Jordan 标准 型 ,对 应 的 变换 矩阵 己 也 是 实 矩 阵 ,可 由 复 特 征 值 时 的 己 来 构造 。 

这 里 给 出 关于 和 矩阵 特征 值 的 一 些 概念 ,后 面 章节 会 用 到 。 

观察 式 (1. 6.12) 中 两 个 矩阵 ,发 现 特征 值 4 的 重 数 都 是 5, 即 对 应 (* 一 4)5。 这 种 由 矩阵 
特征 方程 因 式 分 解 确定 的 特征 值 重 数 称 为 代数 重 数 。 

同时 ,我 们 也 能 明显 看 到 , 式 (1. 6. 12) 中 第 一 个 矩阵 中 特征 值 4 分 别 对 应 2 阶 ,3 阶 两 
个 Jordan 块 ,而 第 二 个 矩阵 中 ,特征 值 4 对 应 一 个 3 阶 Jordan 块 和 一 个 2 阶 对 角子 块 
( 即 (2,2) 元 和 (3,3) 元 )。 

同 为 5 重 特征 值 ,结构 却 明 显 不 同 。 这 表明 ,特征 值 的 代数 重 数 无 法 表示 重 根 的 全 部 
特征 。 

这 里 引入 特征 值 几何 重 数 的 概念 。 如 果 把 矩阵 


A= (1.6.25) 


中 的 (2,2) 元 和 (3,3) 元 分 别 看 作 是 两 个 1 阶 的 Jordan 块 ,那么 特征 值 4 的 几何 重 数 就 是 3， 
也 就 是 对 应 的 Jordan 块 的 总 数 。 这 里 特征 值 2 的 代数 重 数 和 几何 重 数 都 是 1。 
按照 这 个 思路 ,矩阵 


3 
4 1 
4 
入 二 (1. 6.26) 
4 1 0 
4 1 
4 


中 ,特征 值 4 的 几何 重 数 就 是 2, 因 为 总 共 对 应 两 个 Jordan 块 。 
设 ) 是 2 阶 矩 阵 4 的 一 个 特征 值 。4 的 几何 重 数 v 定义 如 下 : 
rank(E —A)=n—a 《1.6.27) 


a=n—rank(E—A) (1. 6.28) 
根据 线性 方程 组 理论 ,几何 重 数 a 恰 为 线性 方程 组 
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QE—A)h=0 (1. 6. 29) 
的 解 空 间 ( 基 础 解 系 ) 的 维 数 ,也 就 是 矩阵 (XE 一 A) 零 空间 的 维 数 。 这 样 ,几何 重 数 为 a 的 特 
征 值 , 必 对 应 a 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 
由 以 上 讨论 可 知 , 对 任 一 特征 值 ,其 几何 重 数 小 于 或 等 于 代数 重 数 。 
关于 特征 值 重 数 的 一 个 例子 ,是 n 阶 矩阵 E, ,几何 重 数 和 代数 重 数 都 是 n。 
应 当 指 出 .矩阵 的 重 根 结构 包括 Jordan 块 结构 是 极其 脆弱 的 。 和 矩阵 元 素 的 细微 变化 ， 
就 可 能 使 其 不 再 相似 于 重 根 结构 或 Jordan 块 结构 。 
那么 , 重 根 结构 或 Jordan 块 结构 在 自动 控制 中 有 什么 应 用 呢 ? 请 看 下 面 的 系统 描述 ， 
Z(t) =0, ze() 一 Zi， Z(t) 一 2a(t) (1.6.30) 
若 取 初始 条 件 
zi(0) = 1, x2(0) =0, zi(0)=0 (1.6.31) 
则 zi (2D zz (7) 和 x3(#) 分 别 就 是 单位 阶 跃 ,单位 斜坡 和 单位 抛物 线 函 数 3 种 典型 信号 ; 而 
状态 方程 (1. 6. 30) 的 系统 矩阵 ,就 是 3 阶 下 三 角 的 Jordan 块 
0 0 0 
1 0 0 
本 二 0 
在 状态 空间 法 中 ,类 似 的 Jordan 块 会 直接 用 于 系统 分 析 或 设计 。 
若 要 在 已 知 两 个 系统 代数 等 价 的 前 提 下 求解 可 逆 变 换 矩 阵 已, 可 按照 依据 式 (1. 6.6) 的 


(1. 6.32) 


PA=AP, PB=B, C=CP (1.6.33) 
来 计算 。 式 (1. 6.33) 是 关于 己 的 元 素 的 线性 方程 组 。 若 两 个 系统 代数 等 价 , 则 这 个 方程 组 
一 定 有 解 ,而 且 一 定 有 可 逆 的 解 P=P,; 但 一 般 情况 下 解 不 必 唯 一 , 即 可 能 有 多 组 可 道 
的 解 。 

对 于 线性 时 变 系 统 , 可 以 考虑 状态 向 量 的 时 变 可 道 变换 x (1) 二 P71(1)x(t); 对 于 非 线 
性 系统 ,可 以 考虑 状态 向 量 的 非 线 性 可 首 变 换 x (7) 二 T[x(7)]。 

系统 状态 向 量 的 可 逆 变 换 着 眼 于 改变 系统 描述 的 细节 ,构造 的 变换 往往 依赖 于 系统 的 
物理 参数 ,有 一 个 变换 的 可 靠 性 问题 。 尤 其 是 当 系 统 参数 变化 相对 显著 时 ,必须 要 保证 这 种 
变化 引起 的 效应 可 以 合理 评估 。 

在 1.3 节 中 提 到 ,线性 系统 的 状态 变量 可 以 取 为 输入 、 输 出 及 其 各 阶 导数 的 线性 组 合 ， 
非 线性 系统 的 状态 变量 可 以 取 为 输入 、 输 出 及 其 各 阶 导数 的 代数 函数 。 借 助 状态 向 量 可 逆 
变换 的 概念 ,可 得 以 下 结论 ,作为 本 章 的 结尾 : 线性 系统 的 状态 变量 一 定 是 输入 、 输 出 及 其 
各 阶 导数 的 线性 组 合 , 非 线 性 系统 的 状态 变量 一 定 是 输入 、 输 出 及 其 各 阶 导 数 的 代数 函数 ， 
不 论 其 物理 含义 是 否 明确 。 


本 章 小 结 

本 童 内 容 为 控制 系统 的 状态 空间 模型 .各 种 模型 的 转换 和 作为 系统 分 析 与 设计 工具 的 
状态 向 量 可 逆 变 换 。 

本 章 的 第 一 要 务 是 控制 系统 状态 变量 的 概念 和 物理 意义 ,其 本 质 为 系统 输入 、 输 出 及 各 
阶 变化 率 的 代数 函数 (如 线性 组 合 ) ,一 个 状态 变量 对 应 一 个 积分 环节 或 惯性 环节 ,构成 系统 
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的 一 个 阶 次 。 注 意 对 照 \ 总 结 模型 转换 中 的 各 种 状态 变量 选取 方式 ,体会 状态 变量 的 实质 。 
本 章 在 模型 转换 方面 较 之 于 以 往 教材 补充 了 大 量 细 节 内 容 ,如 传递 函数 极点 既 有 重 根 
又 有 共 轿 复 根 及 其 交叉 情形 的 状态 空间 建 模 方法 、 机 理 建 模 的 通用 步 又 等 。 


习题 1 
1.1 分 别 建立 如 图 P1. 1 和 图 P1. 2 所 示 电 路 的 状态 空间 描述 。 状 态 变量 、 输 入 和 输 
出 分 别 制定 如 下 ， 


图 P1. 1: zi=uc ,zs =iLu=e,y=ir 


图 P1.2: zi1=uc, yz 一 xc 一 cy 一 zc 


R c R C 
en) 


eln) 工 


= 


| 


图 Pl.1 RLC 电 路 P1.2 RC 电路 


1.2 定义 状态 变量 ,分 别 给 出 下 列 输入 -输出 描述 的 一 个 状态 空间 描述 
(1) y+33—2 y+3y=2u 
(2) y+2 3—3y—2y=u—2u 
(3) Y—43—y—3y=2itu mu 
1.3 分别 定义 状态 变量 ,给 出 下 列传 递 函 数 的 一 个 状态 空间 描述 
区 
met 
2 1 3 
.68 ls 
#3 
(ss 十 功 
1.4 把 下 列 状 态 方程 通过 状态 向 量 的 可 逆 变 换 化 为 对 角 标 准 型 或 Jordan 标准 型 


(2) gis(s) = 


E] 
5 


(3) gs(Cs) 一 


8 一 8 一 2 2 3 
| 一 4 | 每 虑 
3 一 4 1 


人 0 1 2 
zo| | | 
一 咎 省 L 


1.5 计算 以 下 状态 空间 描述 的 传递 函数 


i | | 
= 和 十 
9 6 


y= [1 一 2]x 十 3w 


1.6 系统 状态 方程 为 
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设 系 统 输出 为 ?一 局 十 2xs , 求 输 入 -输出 高 阶 微分 方程 。 
1.7 计算 下 列 状态 空间 描述 的 传递 函数 矩阵 : 


0 1 0 i 0 
让 10 | 二 
1 0 


0 0 , 
0 1 0 
Ail= 0 0 
一 4 一 4 一 4 


一 3 一 1 一 2 
及 其 转 置 A, 二 AT , 求 变换 矩阵 已 ,使 4* 一 已 :4;P。 
1.9 在 图 P1.3 所 示 的 反馈 联结 中 ， 
L 1 1 1 


1.8 ”对 于 伴侣 矩阵 


一 了 一 各 ” 深 直 渐 
全套 = Gj = 
0 s+1 1 0 
> 十 2 s+1 
求 组 合 系统 的 传递 函数 矩阵 G(s)。 
下 十 ) 
~(%) -| G(s) 2 
ee 上 
图 P1.3 反馈 联结 
1.10 在 图 P1.3 所 示 的 反馈 联结 中 , 若 
2 十 了 AN 本 十 吕 
名 


计算 组 合 系统 的 一 种 状态 空间 描述 。 
1.11 证 明 : 对 于 和 矩阵 4 和 B, 若 乘积 AB 为 方 阵 , 则 AB 和 BA 具有 相同 的 非 零 特 
征 值 。 


| 


线性 控制 系统 的 状态 响应 


控制 系统 的 状态 空间 描述 为 系统 分 析 提供 了 可 能 性 。 系 统 分 析 的 目的 ,是 揭示 系统 状 
态 的 运动 规律 和 基本 特性 。 系 统 分 析 通 常 分 为 定量 分 析 和 定性 分 析 。 定 量 分 析 是 对 系统 运 
动 规律 的 精确 量化 的 研究 ,确定 系统 由 外 部 激励 和 初始 条 件 引 起 的 响应 ; 定性 分 析 要 研究 
的 是 能 或 不 能 , 行 或 不 行 的 问题 ,如 决定 系统 状态 敛 散 性 的 稳定 性 、 作 为 系统 设计 的 前 提 条 
件 的 能 控 性 和 能 观测 性 等 ,需要 是 或 否 的 定性 判断 。 同 时 ,也 应 注意 ,定量 分 析 和 定性 分 析 
不 是 截然 对 立 的 。 比 如 ,定性 的 判断 必然 依赖 于 量化 表达 。 

本 章 以 连续 线性 控制 系统 为 研究 对 象 ,给 出 其 状态 响应 的 一 般 表达 形式 。 有 了 状态 响 
应 ,根据 输出 方程 就 得 到 系统 的 输出 响应 。 离 散 线性 系统 状态 响应 的 结论 与 连续 系统 是 平 
行 的 ,本 章 给 出 扼要 介绍 。 非 线性 系统 的 状态 响应 , 除 个 别 情况 外 ,一 般 说 来 没有 解析 表达 ， 
可 借助 于 数值 计算 来 近似 求解 。 


2.1 状态 响应 概述 


线性 定常 系统 和 线性 时 变 控 制 系统 的 状态 方程 分 别 为 
X(t) = AX(t)+ Bu(t), x(to) = xo,; 1 € [Li 大] (2 1 1 
X(t) = AC)xX(t) BOW x(io) =xo, t€ Liosts] 介 , 部 

其 中 x(7) 为 系统 状态 向 量 ,u(t) 输 入 向 量 ,t 为 初始 时 刻 ,x(to) 为 初始 状态 。 

由 于 系统 是 不 断 运动 变化 的 ,因此 ,从 数学 角度 或 某 些 应 用 角度 看 ,初始 时 刻 to 的 取 值 
不 是 绝对 的 ,可 以 是 研究 者 所 关注 的 任意 时 刻 。 根 据 常 微分 方程 组 的 知识 ,to 的 不 同 取 值 并 
不 影响 方程 组 的 解 。 

求解 状态 响应 ,就 是 从 系统 状态 方程 出 发 ,给 出 系统 状态 明确 、 精 确 的 量化 表达 ,为 估 
计 、 推 演 系统 的 实际 运动 过 程 提 供 理论 依据 。 从 数学 角度 看 ,就 是 通过 求解 微分 方程 组 得 到 
状态 向 量 x(7) 的 解析 表达 式 。 状 态 响 应 就 是 状态 方程 式 (2. 1.1) 或 式 (2.1.2) 的 解 。 

从 信号 的 角度 讲 , 状 态 响应 x(1) 必 然 和 初始 状态 x(to) 二 xo 以 及 系统 输入 u(t?) 有 关 ; 
从 系统 结构 和 参数 的 角度 讲 ,状态 响应 x() 也 必然 依赖 于 (4,B) 或 L4( ,BCGD)]。 因 此 , 引 
人 和 适当 的 输入 w(iD ,可 以 直接 影响 x(i) ,也 可 以 通过 改变 (4,B) 或 L4(z),B()] 间 接 影响 
x(i) ,从 而 达到 系统 调节 的 目的 。 

状态 方程 式 (2. 1. 1) 或 式 (2. 1.2) 都 是 等 式 约束 条 件 。 若 满足 约束 条件 的 x(z) 不 存在 ， 
显然 系统 分 析 就 成 了 空谈 ; 车 满足 约束 条 件 的 x(7) 不 唯一 ,就 意味 着 我 们 要 研究 不 止 一 个 
系统 的 运动 ,这 也 并 非 研究 者 的 本 意 。 因 此 ,状态 方程 式 (2. 1. 1) 或 式 (2. 1.2) 的 状态 响应 
x(z) 存 在 且 唯 一 ,是 系统 分 析 乃 至 系统 设计 的 前 提 。 

保证 状态 方程 式 (2. 1.2) 的 解 存在 且 唯 一 的 条 件 有 多 种 ,比如 A(1)、B(1) 的 元 素 为 时 间 
区 间 [i ,tj 的 连续 函数 ,或 分 段 连续 函数 。 这 对 于 实际 物理 系统 而 言 很 容易 满足 。 但 从 数 
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学 角度 讲 , 上 述 条 件 还 可 以 弱化 为 : 
@ 系统 矩阵 A(z) 的 各 个 元 素 a (在 [nm ,ts。] 上 绝对 可 积 , 即 


上 | ar GD | di<+% (2. 1.3) 
@ 输入 短 阵 B00) 的 各 个 元 素 ba (1D) 在 [4 ,4 上 平方 可 积 , 妈 
a 一 上 co (2.1.4) 
@ 输入 u(t) 的 各 个 元 素 (DD 在 [4。 :tj 上 平方 可 积 , 即 
上 (Ddt < 十 co (2.1.5) 


如 
lo 


根据 不 等 式 
t 2 t t 
呈 | bi CDur Ct) | qr] <[ wax ecod 
1 加 如 


条 件 四 和 四 能 够 保证 总 CD) , 即 乘积 BCDu(D) 的 各 个 元 素 在 [zu ,ts。] 上 绝对 可 积 。 
以 上 讨论 是 针对 时 变 系统 进行 的 。 对 于 定常 系统 (2.1. 1) ,条 件 思 和 加 自然 成 立 。 
如 前 所 述 ,系统 的 初始 状态 和 外 部 输入 都 引起 状态 响应 。 系 统 
BO = .AEs Wh)= Bs EE Lm] 世 ; 1 抱 
对 应 输入 wu(z) 夺 0, 相当 于 自治 系统 。 其 状态 响应 仅 由 初 态 x(to) 二 xo 引起 ,因此 称 为 自由 
响应 (运动 ) ,也 称 零 输入 响应 (运动 ); 若 系 统 初 态 为 零 , 即 
E(t) = ACxX() BOW, xlio) =0, £€ [ist] 全 :于 网 
则 其 状态 响应 仅 由 外 部 输入 引起 ,因此 称 为 强迫 响应 (运动 ) 。 
上 述 概念 同样 适用 于 定常 系统 (2.1.1)。 


2.2 定常 自治 系统 的 状态 响应 


本 节 讨 论 线性 定常 自治 系统 
一 (2. 1) 
的 状态 响应 表达 式 。 
如 果 状 态 变 量 x() 是 一 维 的 , 即 x(7) ,A、xo 都 是 标量 ,那么 由 高 等 数学 知识 可 知 
wl — ye 始 , 妆 友 


其 中 e= 二 2.71828… 为 自然 对 数 的 底 。A 为 标量 时 ,es-% 有 级 数 表达 


2 a 2 3 EE 3 
Et) i AC ed 你 一 +4 (t—to) wy 
21 31! 

dd 攻 一 站 攻克 一 站 六 

ol | Ti 击 21 31 二 (2.2.3) 
且 级 数 是 一 致 收敛 和 绝对 收敛 的 ,因此 状态 方程 的 解 可 表示 为 

Ld 

w= 上 二 


注意 到 0° 没有 意义 ,而 式 (2. 2.4) 中 A 和 (+ 一 to) 都 可 能 为 零 。 实 际 上 ,v==0 是 函数 四 
的 可 去 不 连续 点 。 这 里 定义 0" 二 1。 与 此 类 似 , 当 A=0 是 nn 阶 方 阵 时 ,定义 4" 一 忆 , 。 

参考 状态 变量 x(i) 是 一 维 的 情形 , 当 状 态 x() 是 多 维 向 量 时 , 即 4 是 方 阵 时 ,我 们 设想 
式 (2. 2.4) 是 否 仍 为 式 (2. 2. 1) 的 解 。 为 了 验证 这 个 设想 ,把 式 (2. 2.4) 代 入 式 (2. 2. 1) 的 左 
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端 ,计算 得 
9 MM Cm A Oi 并 各 一 而 六 村 人 一 而 尖 
=| | 
MM EB A i A 人 一 而 下 
[a + 11 | 51 t 31 + “| 
一 一 和 + -i ， 避 人 一 和 ， 
[一 1! 21 31 ]* 
A" ee + 人 一 而 六 | A 人 一 而 和 A (一 而 六 ， 
| t+ 
=Ax(t) (2. 2.5) 
即 式 (2.2.4) 的 确 适合 状态 方程 (2. 2. 1) 。 由 矩阵 理论 可 知 , 和 矩阵 级 数 
A (一 四) 41 (一 加 )1 ，42 (一 可 )2 ，43 (一 如 )3 
ol 1! 河 31! 
是 一 致 收 剑 和 绝对 收敛 的 。 由 于 状态 方程 满足 解 的 存在 性 和 唯一 性 条 件 , 所 以 式 (2.2.4) 就 
是 式 (2.2.1) 的 唯一 解 ,或 说 状态 响应 。 
把 级 数 式 (2. 2. 4) 记 为 
er 一 盏 十 4G 一 站 十 笃 4 + (2.2.6) 
称 为 矩阵 指数 。 由 此 ,状态 方程 (2. 2.1) 的 状态 响应 可 表示 为 
x(1) = eT x(to) (2. 2.7) 
一 般 的 理论 分 析 中 ,总 可 取 初 始 时 刻 ==0, 状 态 响 应 简化 为 
x(1) = esx(0) 刀 : 免 励 
其 中 
二 +4 十 仿 Es (2. 2.9) 
31 
根据 定义 式 (2. 2.6) 和 式 (2. pe 
(1) A 一 ex 
这 个 性 质 在 涉及 和 矩阵 指数 积分 的 场合 可 用 于 构造 原 函 数 ,如 一 A “'e “就 是 e“ 的 原 
函数 。 
(2) ea +e) 一 eA ehtz 
(3) 4 一 0 一 et =E 


(4) (es) 1!=e 4 
(5) er 一 已-1ekP 


(6) AiAs —=A,AlSe Nth =e 


A (uy 
oo % | - 
A Er 
由 hi 
(8) | 和 | hh | 
对 hz 
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(9) 扬 一 吉 一 丰 一 右 字 et 人 一 et , 即 和 矩阵 指 数 只 取决 于 矩阵 A 以 及 起 止 时 刻 的 差 。 


(10) [ese-o?] = 


2.3 矩阵 指数 的 计算 

状态 响应 的 计算 需要 和 矩阵 指数 e* 的 计算 ,有 以 下 4 种 方法 。 

方法 一 ”利用 矩阵 指数 的 级 数 定义 直接 计算 。 

包括 3 个 方面 : 第 一 ,通过 编程 利用 计算 机 得 到 e* 的 满足 精度 要 求 的 数值 结果 ; 第 二 ， 
对 于 某 些 特殊 形式 的 矩阵 ,得 到 e* 的 解析 解 ; 第 三 ,用 于 理论 推导 ,用 简单 的 矩阵 指数 表示 
相对 复杂 的 矩阵 指数 ,如 性 质 (1) 一 (9) 。 

对 于 第 一 个 方面 ,通过 设置 截断 误差 ,就 能 得 到 满足 精度 的 近似 解 。 现 对 后 两 个 方面 举 
例 说 明 。 

当 和 矩阵 4 是 以 0 为 特征 值 的 3 阶 Jordan 块 时 , 即 


0 
-| 0 | 僻 : 要 由 
0 0 0 
由 于 
| 0 0 0 0 Ol i 
“| 0 0 4 一 |0 0 0|，4: 一 一 -| 0 "| (2. 3.2 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
定义 式 (2. 2.9) 中 的 级 数 实际 上 变 为 有 限 项 的 和 为 
Ea =E+At+ 仿 f 
1 交 侧 和 和 六 | fi 0 站 鸡 
-| 1 中 0 小 0 ,| 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 
天 全 
寺 | 1 1 人 2 和 的 
00 1 
这 个 思路 对 于 以 0 为 特征 值 的 2 阶 或 高 阶 Jordan 块 具 有 一 般 性 ,如 
=| ,= -| | (2.3.4) 
0 0 汪 也 
再 考虑 矩阵 
4=| | 的 . 亲 葬 
一 1 0 


的 矩阵 指数 计算 。 对 于 整数 & 之 0, 有 
At 一 各 1b AH 一 | 0 中 A4tz = bs | A4Ha 一 | 和 ,| 
0 1 一 人 0 全 一 1 0 


代入 到 式 (2. 2. 9) ,进而 根据 正弦 和 余弦 函数 的 级 数 表示 为 
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家 i 4 
sin(1) 一 nm Mt 
cos(D) 一 1 一 务 二 全 一 看 一 … (2.3.7) 
可 得 
i | cos(1) md en 
i on. 
针对 第 三 个 方面 ,考虑 一 种 分 块 结构 的 矩阵 4 为 
五 
到 | | (2.3.9) 
0 证 
其 中 巨 代表 与 4A, 同 维 的 单位 矩阵 。 容 易 验 证 ,对 于 整数 三 1 ,有 
l kk pl | 
= 二 六 了 
0 A 
利用 定义 式 (2. 2. 9) ,进一步 计算 可 得 
41 Alt 
= | W | (2.3.11) 
0 A 
类 似 可 得 
pe E EA per £2 et/21 
| A! E |=e -| er te | (2.3.12) 
月 4 
作为 式 (2. 3.12) 的 推论 , 取 4 =》 为 标量 , 则 得 3 阶 Jordan 的 矩阵 指数 , 即 
六 Et teu: feu:/2! 
A= A 1|=e = (a [2 KJ 
A nt 


方法 二 ”借助 对 角 标 准 型 或 Jordan 标准 型 计算 矩阵 指数 。 
若 能 得 到 和 矩 阵 4 的 对 角 标 准 型 或 Jordan 标准 型 了 以 及 相应 的 变换 矩阵 己 , 即 
A 一 PJP 或 J=P7'AP 2: 8 14) 

则 根据 矩阵 指数 的 性 质 (5)、 (7)、(8) 就 得 到 时 一 Pex"P -:。 该 方法 的 核心 是 计算 变换 矩阵 
P, 可 能 涉及 重 根 代数 重 数 、 几 何 重 数 的 讨论 。 

方法 三 ”把 矩阵 指数 表示 为 矩阵 的 有 限 项 多 项 式 。 

若 冯 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 

f(s) =det(sE — A) 


二 5 十 qr-is”! 十 … 十 qis 十 ao ke 1 
根据 线性 代数 的 Cayley-Hamilton( 凯 莱 - 哈 密 顿 ) 定 理 可 知 ， 
A" 十 as14"” 十 … 十 mA 十 aoh" 
i es Oe 
= (2.3.16) 


于 是 有 


A” a aA OaA—abB (2, 9 .17) 
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进而 
A"t! =AA” 
ai —a,_zA"”!—.…—aA’:—aA 
ani(—aniiA” 1! —*…—aA—akE) 
di 2A" 1 — aA’ —aoA 二 
以 此 类 推 ,对 于 整数 三 n.A* 总 可 以 表示 为 4"! ,A"“,…,A,E 的 线性 组 合 。 再 结合 矩阵 
指数 的 定义 式 (2.2.9),e* 总 可 以 表示 为 A"! ,A"”,…,A,E 的 线性 组 合 : 
er 二 aEi+aAi…+a,1A"! (2. 3.19) 
问题 转化 为 确定 组 合 的 系数 ao ,al ，… ,a,-1。 
车 矩阵 A 可 以 通过 相似 变换 化 为 对 角 标 准 型 , 即 
A 


A=P | (2. 3.20) 


A 
且 特 征 值 hi ,…, 两 两 互 异 , 则 在 式 (2. 3.19) 两 端 同 时 左 乘 P71! \ 右 乘 已 ,可 得 


eur 1 A A 
, |- ao 局 | Ws 
Eh 1 A A 


十 … 十 an 
02 有功 
于 是 得 到 
ao 十 al 十 … 十 ai 一 ef 
ao 十 Qi 十 … 十 Ci 一 er (2 .22) 
这 个 方程 组 有 解 的 等 价 条 件 是 


1 A A 
a : 


1 A A (uy 
一 号 | - | | (2 B.23) 
1 hh 1 a | Le 


注意 到 右 端 包含 时 间 变 元 :, 上 式 对 任意 + 成 立 的 等 价 条 件 是 


1 泪 去 通 1 
串 : : ; |=n (2 到 入 

LE 后 

由 于 多,… ,4 两 两 互 异 ,方程 组 式 (2. 3. 22) 的 系数 和 矩阵 
tp 


|: Mm ee 
人 起 


可 道 ,条 件 式 (2. 3. 23) 成 立 , 因 此 可 求 得 唯一 解 oa，…,a-i。 代 入 式 (2. 3. 19) 就 得 
到 oe 

再 考虑 矩阵 4 具有 重 根 的 情况 。 设 1* 是 4 的 重 根 , 重 数 为 &。 在 方程 组 式 (2. 3. 22) 
中 ,每 个 单 根 对 应 一 个 方程 。 如 果 依 然 按照 式 (2. 3. 22) 的 形式 构成 方程 组 ,由 于 Xs 重复 
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& 次 ,系数 矩阵 式 (2. 3. 25) 中 就 会 出 现 相 同 的 行 ,因而 不 再 可 逆 。 
形式 上 看 ,单纯 按照 式 (2. 3. 22) 构 成 方程 组 ,会 由 于 ) 重复 次 而 缺少 一 1 个 独立 的 
方程 。 为 了 补 齐 & 一 1 个 独立 的 方程 ,可 以 做 以 下 处 理 。 
在 已 有 方程 
qo 十 hz 十 十 a iN! 一 et (2. 3. 26) 
的 两 端 对 Xs 求 导数 ,得 
十 2azhz 十 3as 驻 十 (7 一 1)c A? = te 《2 B27 
把 特征 值 4 的 数值 代入 式 (2. 3. 27) , 即 为 hs 赋值 ,就 得 到 一 个 新 的 方程 。 
按照 这 个 思路 ,继续 在 式 (2. 3. 27) 的 两 端 对 Xs 求 导数 .为 1 赋值 ,得 到 又 一 个 新 的 方 
程 。 求 导 、 赋 值 & 一 1 次 ,就 得 到 需要 的 & 一 1 个 方程 。 
如 有 其 他 重 根 ,也 按照 这 个 思路 处 理 。 这 样 最 终 得 到 个 方程 。 可 以 证 明 , 这 样 得 到 的 
方程 组 其 系数 矩阵 可 道 ,于 是 有 了 唯一 解 。 
有 5 点 需要 指出 : 
第 一 , 求 导 是 对 重 根 进行 的 ,不 是 对 时 间 +; 
第 二 ,对 特征 值 求 导 实际 上 物理 意义 并 不 明确 ,这 里 只 是 借用 求 导 的 数学 形式 ; 
第 三 ,组 合 系数 为 时 间 + 的 函数 ; 
第 四 ,按照 上 述 方法 求 得 的 组 合 系数 ao (7) ,ai (7) ,… ,a,_1() 线 性 无 关 , 即 
ao (DB TaDB 十 …… 十 aa(DB 一 0 (2 
对 任意 时 间 +t 成立, 当 且 仅 当 
高 = 前 = 二 -=== 访 s = 二 9 (2. 3. 29) 
就 特征 值 两 两 互 异 的 情况 而 言 ,函数 es! ,… ,ew 线性 无 关 , 而 系数 wo (ia (Ca (CD) 
与 eh!,… ,ew 之 间 存 在 一 个 由 式 (2. 3. 22) 和 式 (2. 3. 25) 确 定 的 可 道 变换 ,因而 也 是 线性 无 
关 的 。 对 于 重 根 的 情况 ,有 类 似 的 结论 。 
第 五 ,这 里 对 重 根 的 处 理 只 考虑 简单 的 代数 重 数 就 够 了 ,可 以 不 考虑 几何 重 数 。 当 然 ， 
如 果 利 用 几何 重 数 的 信息 ,计算 可 能 会 简化 。 
例如 ,考虑 A 二 Es 时 矩阵 指数 的 计算 。 和 矩阵 特征 值 是 ) 王 1, 代 数 重 数 是 3。 设 


e4 = ao (E+a(t)A+a(t)A’ (2 B30 
则 组 合 系数 满足 方程 
ao(t) 十 ai(CtD)A 十 az(iD)2 一 et (DD 
把 4==1 代入 ,得 
ao(t) a(t) + as(t) = er kt 
式 (2. 3. 31) 两 端 对 4 求 导 ,得 
ai(t) + 2as (DA = te* [9 
把 4 二 1 代入 ,得 
aili) + Zas Ct) = set (2. 3. 34) 
式 (2. 3.33) 两 端 对 4 求 导 , 得 
dis (= PE 《人 


把 4=1 代入 ,得 
aa (站 = 0. 52e (2. 3. 36) 
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把 式 (2. 3. 36) 代 入 式 (2. 3. 34) ,得 
al(t) = te —re 人们 
结合 式 (2. 3. 32) ,得 
ao(t) = e:—te!+0. Ster 《2 B38) 
把 求 得 的 系数 wo (7) .ai (Ci az (四 代入 式 (2. 3. 30) 得 矩阵 指数 
=ao (DEa(t)At+a nD)A’ 
=[ao(t) +a()A+a DE 
=eE (2. 3. 39) 
上 述 过 程 实际 上 就 是 求解 方程 组 
er 
一 | 
az2 er 


二 六 于 
nL | 
2 
因为 模 态 e* .te* ,te* 线 性 无 关 , 且 系数 和 矩阵 可 逆 , 所 以 这 样 求 得 的 系数 ao (1) va (7) vas (1) 
也 是 线性 无 关 的 。 

另 一 方面 ,根据 矩阵 指数 的 定义 ,A 二 Es 时 显然 有 


ao 


(2. 3. 40) 


Q1 


eq =e'E 
=e'E+t+OE+oOE’ 
=e'E 0A 二 0A? (2.3.41) 


于 是 得 到 不 同 于 式 (2. 3.36) 一 式 (2.3.38) 的 另外 一 组 系数 e:,0,0, 这 组 系数 由 于 包括 0, 显 
然 是 线性 相关 的 。 
这 个 例子 表明 : (1) 和 矩阵 指数 表达 式 (2. 3. 19) 中 的 系数 ao (Ci) ,ai 07),… sas-1( 四 未 必 唯 
一 ; (2) 系 数 oo(t) ,ai(0 ,ai(D 未 必 线 性 无 关 ; (3) 系 数 ao (1) ,ai (0 ，… ,ai(t) 总 可 
以 取 为 线性 无 关 的 。 
对 于 阶 和 矩阵 4 ,有 最 小 多 项 式 的 概念 。 考 虑 形 如 
六 = 二 aa 十 十 ys 下 生 雹 《2 
且 满 足 
g(4A) 一 44 十 ac4t 十 … 十 ai4 十 ao 下 一 0 (2.3.43) 
的 多 项 式 集合 。 其 中 具有 最 低 次 数 的 , 称 为 4 的 最 小 多 项 式 。 
根据 Cayley-Hamilton 定理 ,特征 多 项 式 属于 该 集合 ,因而 集合 不 空 ; 当 最 小 多 项 式 的 
次 数 ko 严格 小 于 浆 时 ,根据 方法 三 的 基本 原理 ,这 时 表示 矩阵 指数 只 需要 ko 个 系数 ,计算 
可 以 得 到 简化 ,而且 系 数 一 定 是 线性 无 关 的 。 
根据 线性 代数 的 相关 知识 , 若 最 小 多 项 式 的 次 数 如 严格 小 于 n, 则 意味 着 一 个 特征 值 
对 应 多 个 Jordan 块 (包括 退化 的 1 阶 Jordan 块 ), 即 特征 值 几何 重 数 严 格 大 于 1 。 
方法 四 利用 Laplace 反 变 换 计算 矩阵 指数 。 
对 于 状态 方程 
E(t) = AX(), x(0) 一 0，L 之 0 (2. 3. 44) 
进行 Laplace 变换 得 
s(s) — x(0) = Ax(s) (2. 3.45) 
所 以 
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x(s) = (sE —A)'x(0) (2. 3.46) 
再 进行 Laplace 反 变换 ,得 
x(1) = L717L(GsE —A) lx(0) (2. 3.47) 
和 状态 响应 式 (2. 2. 8) 相 对 照 , 由 于 二 者 对 于 任意 的 初始 状态 x(0) 都 成 立 ,所 以 必 有 
=L[(GE—A):] (2. 3. 48) 


这 样 ,借助 于 预 解 矩阵 (下 一 4A) 一 和 Laplace 变换 ,就 可 以 得 到 和 矩阵 指数 es 。 该 方法 的 核心 
是 预 解 矩 阵 各 个 元 素 的 有 理 分 式 分 解 , 以 及 以 此 为 基础 的 Laplace 变换 ,无 须 细致 考虑 特征 
值 的 重 数 问题 。 

下 面 通过 一 个 例子 ,演示 以 上 4 种 方法 。 设 


0 | 
-| | (2. 3.49) 
一 2 一 3 
按照 方法 一 ， 
一 2 A 
e -E+tAtt st 31 
-[, 加 | 0 Fi uh 
Lo 1 一 2 一 3 312 3.51 
| a B=— eB | | 
一 (2. 3.50) 
一 2t 十 3 十 … 1 一 3t 十 3.52 十 … 
按照 方法 二 ,首先 根据 
det(sE —A) =s 十 3s 二 2 (2 1 
求 得 特征 值 妨 二 一 1 和 4s 二 一 2; 其 次 , 求 出 使 矩阵 A 实现 对 角 化 的 变换 矩阵 P 及 其 逆 
矩阵: 
| ,| ¥ | 入 | 
P= ， P= (2 .52 
a ee = 
最 后 求 得 
-可 La | a | (2. 3. 53) 
e* [2 —eri+eY We 
按照 方法 三 ,首先 根据 式 (2. 3. 51) 求 得 特征 值 二 一 1 和 二 一 2; 其 次 , 求 出 组 合 
系数 
ls sl bal ol [esd [oa] 
一 一 一 (2. 3. 54) 
aa 1 hz eazf ' 下 者 er'—e” 
最 后 求 得 


2er: — ee 


aE+aA | nn | 
到 < 六 a DE 
[rt2er erte” 


(2. 3.55) 


按照 方法 三 , 预 解 和 矩阵 为 


四 一 1 = 
Ks -|; | 
名 十 号 


加 4 洲 开 
1 二 人 0| 一 有 5 
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罗 寺 - 强 1 
_ 12 全 十 了 人 6 寺 到 
一 入 5 
(si 1s F222) 妈 二 3)s 和 十 到 
2 1 ! 了 
如 名 十 站 再 十 证 填 名 
一 (2. 3.56) 
2 六 2 1 
(on 
求 Laplace 反 变换 , 即 得 
站 访 雪 一 着 委 
ef 一 《2 .57) 
一 267 十 262 —ée't+e* 


重新 考虑 本 节 中 的 式 (2. 3. 9)。 设 其 中 矩阵 Ai 按照 式 (2. 3.5) 取 值 , 于 是 矩阵 4 的 特 
征 值 十 全 部 位 于 虚 轴 上 。 系 统 初 态 取 为 x(0) 二 [abc dj] "。 根 据 式 (2. 2.8), 系 统 的 状态 
响应 为 
acost + bsint + ctcost + dtsint 
i — asint + becost — ctsint + dtcost 
ccost + dsint 
—csint + dcost 
由 此 ,只 要 cd 不 全 为 零 ,前 两 个 分 量 由 于 包含 tcost 和 tsint, 必 然 发 散 。 这 个 例子 表明 , 系 
统 特征 值 位 于 虚 轴 时 ,系统 未 必 等 幅 振荡 ,可 能 会 发 散 ! 
若 矩 阵 A 取 为 式 (2.3. 12) 的 形式 ,4, 仍 按 照 式 (2. 3.5) 取 值 ,可 得 类 似 结论 。 这 时 状态 
响应 分 量 中 会 出 现 六 cost 和 zt?sint, 发 散 的 速度 与 时 间 t 的 寡 函 数 相 当 , 而 不 是 指数 函数 。 
对 于 离散 系统 ,单位 圆 对 应 连续 系统 的 虚 轴 ,有 类 似 的 结论 。 
一 般 说 来 ,线性 系统 的 状态 响应 有 3 种 基本 成 分 : 
er sin(wt), # (2, .50) 
4 对 应 特征 值 实 部 ,频率 w 对 应 共 罗 复 根 的 虚 部 , 吞 函 数 太 对 应 Jordan 块 ( 阶 数 不 低 于 十 1)。 
注意 到 由 e* 和 zw* 可 能 会 得 到 常数 。 任 何 状态 响应 的 分 量 ,要 么 是 3 种 之 一 ,要 么 是 基本 成 
分 的 乘积 ,要 么 是 前 述 函 数 形式 的 线性 组 合 。 
按照 这 个 规律 ,线性 系统 状态 响应 的 分 量 ,可 以 是 阶 跃 函数 、 斜 坡 函数 ,抛物 线 函 数 、 
正弦 余弦 函数 .指数 函数 以 及 它们 的 某 些 组 合 ; 但 不 会 是 双 曲 线 、 椭 圆 和 圆 弧 等 无 法 用 
式 (2. 3.59) 表 示 的 类 型 ; 作为 状态 变量 线性 组 合 的 系统 输出 ,自然 也 是 如 此 。 这 也 是 路 径 
规划 和 轨迹 规划 中 基于 多 项 式 等 曲线 进行 插值 或 拟 合 的 一 个 理由 。 


2.4 ”时 变 自治 系统 的 状态 响应 
本 节 讨论 阶 线性 时 变 自治 系统 
x(t) = A(x(t), x(H) = x tt (2.4.1) 
的 状态 响应 表达 式 。 
系统 (2.4. 1) 的 状态 响应 有 以 下 的 级 数 表达 : 
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x(1) 一 [z+] ACs)ds | A | Acs) dradst 
和 如 1 


| A ) Acs )|AGsa)dsdsd t+] (2.4.2) 
其 中 和 | 
PB(i,1) =E+| Ayds+| ts ,| As dssds, 中 
加 如 如 
L MC "AG A dss dds 十 … (2.4.3) 
称 为 Peano-Baker 级 数 。 于 是 , 式 (2. 4. 2) 可 以 简 记 为 
x(1) = PB (t,to)x(to) (2.4.4) 


级 数 (2.4. 3) 收 敛 , 且 可 逐 项 求 导 。 为 证 明 式 (2. 4.2), 只 需 验 证 其 满足 状态 方程 (2. 4. 1) 
即 可 。 
如 果 状 态 变 量 z(i) 是 一 维 的 , 即 z(t) 、A(z) .xo 都 是 标量 ,那么 根据 高 等 数学 的 相关 知 
识 , 式 (2.4.1) 的 解 总 可 以 表示 为 
Z(t) = el sdaur, (2.4.5) 
其 中 
oa 一 E+| Acod+ 十 [由 aea] + 二 [| awa] 二 


当 x*(i) 是 向 量 时 , 式 (2.4.5) 仍 然 成 立 吗 ? 答案 是 否定 的 , 即 一 般 说 来 式 (2. 4.5) 不 能 成 立 。 
但 如 果 有 以 下 条 件 : 


Ao[| 4Cod]= [| A ds]ACD (2.4.7) 


即 式 (2.4.7) 中 的 两 个 矩阵 满足 乘法 交换 律 ,那么 式 (2. 4. 5) 仍 然 是 式 (2.4.1) 的 解 。 这 个 结 
论 可 以 通过 把 式 (2. 4. 6) 和 式 (2.4.7) 代 入 式 (2.4. 1) 来 验证 。 若 z(z) 是 一 维 的 ,条 件 (2.4.7) 
自然 成 立 。 

上 述 讨论 表 明 ,高 维系 统 相对 于 一 维系 统 有 特殊 性 ,一 些 一 维系 统 的 结论 不 能 直接 推广 
到 高 维系 统 。 与 此 类 似 的 另外 一 个 例子 是 矩阵 指数 的 性 质 (6) , 见 2.2 节 , 同 样 涉及 了 和 拢 阵 
乘法 交换 律 ,而 矩阵 乘法 交换 律 只 是 有 条 件 成 立 的 , 且 条 件 极其 苛刻 。 

式 (2.4.3) 中 的 级 数 PB(t,z ) 一 般 只 具有 理论 意义 。 即 便 是 近似 的 数值 计算 ,多 重 积 
分 的 计算 复杂 度 也 十 分 巨大 ; 如 果 已 知 式 (2. 4.1) 的 nn 组 线性 无 关 的 解 ,那么 可 以 精确 构造 
出 PB (t,to); 问题 是 ,人 们 的 自然 思路 是 通过 求解 PB (1,to) 来 得 到 式 (2.4.1) 解 ,这 样 逻辑 
上 就 陷入 死 循 环 ; 式 (2.4.1) 的 解析 解 , 或 者 说 PB (t,to) 的 解析 解 , 只 有 在 极 个 别 的 情况 下 
才能 得 到 。 这 些 内 容 对 于 自动 控制 的 应 用 几乎 为 零 , 这 里 不 再 详细 列 出 。 


2.5 线性 自治 系统 的 状态 转移 矩阵 


回顾 2. 2 节 和 2.4 节 ,线性 定常 自治 系统 
X(t) = Ax(t), x(to)=xo, it 宇 to (2. 5 1) 


,A(t 


通商 = 吉 六 .5 
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线性 时 变 自治 系统 
X(t) = A(DxX(t), x(to)=xo, tto 全. 有 到 
的 状态 响应 为 
x(1) = PB (t,to)x(to) (2.5.4) 
其 中 PB (t,to) 为 Peano-Baker 级 数 。 不 论 定常 系统 还 是 时 变 系统 ,状态 响应 总 可 以 表示 为 
X(t) = @®@ (t,to)x(to) (2 


式 (2.5.5) 表 明 ,t 时刻 的 状态 x() 是 如 时刻 的 状态 x(to) 经 过 变换 别 (1,to) 得 到 的 ; 同 
时 ,由 于 x(G) 和 <x(Co) 分 别 代表 不 同时 刻 状态 空间 中 两 个 不 同 的 位 置 ,矩阵 更 (zz) 实 际 上 
实现 了 时 间 区 间 [z , 茹 上 的 位 置 转移 。 我 们 称 囊 (ta ) 为 线性 自治 系统 的 状态 转移 矩阵 。 

对 于 状态 转移 矩阵 钾 (1,to) 有 以 下 几 点 说 明 : 

(1) 对 于 定常 系统 ,@ (1,to) 就 是 矩阵 指数 ,可 以 得 到 解析 解 ; 

(2) 对 于 时 变 系统 ,更 (1,1o) 为 Peano-Baker 级 数 ,通常 只 能 得 到 数值 解 ; 不 论 哪 种 情 
况 , 甸 (t,to) 只 和 系统 矩阵 以 及 初始 、 终 止 时 刻 有 关 ; 

(3) 对 于 定常 系统 ,@® (1,to) 二 er % 只 和 系统 矩阵 以 及 时 刻 之 差 (1 一 to) 有 关 , 因 而 可 
以 简 记 为 ®@ (1 一 40); 

(4) 注意 到 系统 运行 中 状态 变化 即 状态 转移 持续 进行 “初始 时 刻 ”" 也 只 具有 相对 的 意 
义 , 即 加 (1,to) 中 的 第 二 个 时 间 变 元 有 时 可 以 是 异 于 的 时 刻 。 

状态 转移 矩阵 ® (t,to) 具 有 如 下 性 质 : 


d® (t,t0) 
| i 


( =A(D® (t,t)=® (t,t )A() 


(2) ® (1,1)=E 
(3) [®@ (1,1)] =® (t,t) 
(4) ®B ts, )B t,t ) = (1) 
2.6 线性 控制 系统 的 状态 响应 
本 节 以 状态 转移 矩阵 为 工具 ,给 出 线性 时 变 控制 系统 


X(t) 一 4ACD)xCt) 十 及 (t)aCt)，tE [to,t,] ,1 
的 状态 响应 。 线 性 定常 控制 系统 
X(t) = Ax(t) Bul(t), t € [ti 如] {2 G2 


的 状态 响应 ,将 作为 时 变 情形 的 推论 给 出 。 
回顾 线性 时 变 控制 系统 (2. 6. 1) 对 应 的 自治 系统 
ER) = A = [i 公所 对 
其 状态 响应 是 
x(t) = ®B (t,to) x(to) (2 6549 
即 x() 是 钾 (1,to) 在 时 间 区 间 [zo ,t] 上 转移 x(to) 的 结果 。 
对 于 控制 系统 (2. 6. 1) ,假设 x(7) 仍 是 (1,to) 在 时 间 区 间 [to,t] 上 转移 某 个 向 量 的 结 
果 。 由 于 外 部 输入 的 存在 ,这 个 向 量 显然 不 会 再 是 x(to), 设 其 为 h(7), 即 假设 式 (2. 6.1) 的 
解 为 


XxX(1) = (t,t0 h(t) 介 , 久 到 


第 2 章 ”线性 控制 系统 的 状态 响应 ”53 


下 面 要 确定 h(z) 的 具体 形式 。 
把 式 (2. 6. 5) 代 入 式 (2. 6. 1) 的 左 端 ,并 结合 钾 (1 ,to ) 的 求 导 性 质 , 得 
(CD _d[® (1,t)h(2)] 
dt 
一 各 (zzo h(t) + ®t,t0) ht) 
=A(1) Bh) + B ,0) CD) (2. 6.6) 
再 把 式 (2. 6.5) 代 入 式 (2. 6. 1) 的 右 端 ,得 
A(1) Bt,10)h(t) + Bu) 2 
比较 式 (2. 6. 6) 和 式 (2. 6.7) ,得 
B (1.40) ht) = BODult) 太 GD 
利用 甸 (zz ) 的 可 道 性 ,得 
有 (ti) =[® (1,10) But) 
=® 10,1) Bu(t) (CR) 
两 端 同时 从 to 到 +t 积分 
| ROD = | B (os) Bu(s) ds (2.6.10) 
如 如 
即 
h(t) — h(to) -=| Bto.s)B Gs) us) ds 1 
在 式 (2.6.11) 中 取 t=4 ,得 
x(t0) = Bi) = h(to) (2.6.12) 
代入 到 式 (2. 6.11) , 即 得 
h(t) = x(10) 各 B (dB (Ou ds (2.6.13) 


把 hz) 的 表达 式 代 入 式 (2. 6. 5) ,并 利用 状态 转移 矩阵 的 性 质 ,得 
x(1) =® (1,10)h(1) 


一 名 (t,to )x(to) t+® ,to ,| Bt,s) Bs) us)ds 


=@® (t,to)x(to) +| B10) Bto,s) Bsus) ds 


=@ x +| B.S)B us) ds (2. 6. 14) 
式 (2. 6. 14) 就 是 线性 时 变 控制 系统 (2. 6. 1) 的 状态 响应 ,也 称 为 系统 (2. 6. 1) 的 运动 方 
程 。 其 中 ,@@Csm)xGm) 是 初 态 引起 的 自由 响应 ,| 多 (1.s)B(s)uls)ds 是 输入 引起 的 强迫 


响应 。 
对 于 线性 定常 控制 系统 (2. 6. 2) ,状态 转移 矩阵 钾 (1.io) 简 化 为 矩阵 指数 es > 。 根 据 
式 (2.6.14) ,此 时 状态 响应 简化 为 
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EC =@ xG) +| BD 
i] 


ez) +| eT Buls)ds (2.6.15) 
加 
车 如 = 二 0, 则 式 (2. 6. 15) 进 一 步 简 化 为 
,i 生 ez (0) + | er Bucs)ds (2. 6.16) 


利用 和 矩阵 指数 的 性 质 , 式 (2. 6.1,6) 有 以 下 变形 : 


xX(1) =e*zr(0) | e*e “Buls)ds 
0 


一 ez(0) 十 «| e+Bu(Cs)ds 
0 


=e*[z(0) + | evBucs)ds] (2.6.17) 
0 


可 在 理论 分 析 或 具体 计算 中 灵活 选择 。 

利用 线性 控制 系统 状态 响应 (2. 6. 14) ,可 以 揭示 系统 自由 响应 ( 即 初 态 响 应 ) 和 脉冲 响 
应 之 间 的 关系 。 在 系统 (2.6. 1) 中 , 令 系统 初 态 x(to) 二 0, 设 系统 为 单 输 入 , 取 外 部 输入 为 单 
位 脉冲 函数 u(t) 二 6(1 一 to)。 由 式 (2. 6.14) 和 脉冲 函数 的 定义 可 得 : 


x(t) =@ dr) +| BB — to)ds 
四 
一 Go) X0 十 本 (| Bto,s)B(s)O(s — to)ds 
一 和 | Bd BG — i) ds +t B00)) B08 tds 
一 和 (| Bd BG dt Bt)| 男人 :BC x Ods 


te 
| Bt,5)B(s)O(s — to)ds (2.6.18) 
其 中 *e 为 任意 小 的 正 数 。 注 意 到 to 二;<to 十 e,@@ (to ,to) 二 EE, 令 e->0, 得 
we 
x(t) =@® (1,10) lim| Bt.5)B(s)O(s — to)ds 
er0d i 


te 
=@® (t,t0)B(to) lim| 6(s—to)ds 
er0d 


=® (1,10)B(to) (2. 6.19) 

式 (2. 6.19) 表 明 : 第 一 ,系统 (2. 6. 1) 的 零 初 态 单位 脉冲 响应 ,恰好 是 以 B(to) 为 初 态 

( 即 x(wo) 二 Bto)) 的 自由 响应 ,而 B(to) 为 初始 时 刻 的 控制 向 量 ; 第 二 ,在 理想 脉冲 激励 下 ， 
在 to 时刻 ,系统 的 状态 x(to) 从 0“ 突变 ”到 

X(to) = (t,t0)B(t) = 0,t0)B(t) = E. B(t) = B(to) (2. 6.20) 

而 且 这 种 “突变 ”和 状态 变量 的 物理 含义 无 关 ; to 时 刻 之 后 ,状态 响应 是 由 状态 转移 矩阵 

(t,to) 主 导 的 “渐变 ”过 程 。 
以 上 结论 是 基于 时 变 系统 给 出 的 ,对 于 线性 定常 系统 自然 也 成 立 。 根 据 这 个 结论 ,系统 
的 非 零 初始 状态 引起 的 响应 ,等 价 于 某 个 脉冲 响应 。 这 也 从 一 个 侧面 说 明 ,讨论 系统 外 部 激 


第 2 章 ”线性 控制 系统 的 状态 响应 ”55 


励 的 作用 ,必须 以 零 初 态 为 前 提 , 和 否则 就 相当 于 系统 存在 多 个 外 部 激励 ,从 而 引起 混乱 。 这 
也 是 提 及 传 函 时 通常 设 初 值 为 零 的 根本 原因 。 

离散 的 线性 时 变 或 定常 控制 系统 ,也 有 对 应 的 状态 转移 矩阵 ,为 一 系列 系统 矩阵 的 乘 
积 ; 也 可 以 用 状态 转移 矩阵 来 表示 系统 的 状态 响应 。 

对 于 连续 的 线性 系统 ,状态 转移 矩阵 总 是 可 逆 的 ,因而 形式 上 看 状态 转移 的 过 程 也 是 可 
逆 的 ; 对 于 离散 的 线性 系统 ,状态 转移 矩阵 有 可 能 不 可 逆 , 原 因 是 系统 矩阵 未 必 可 逆 。 若 可 
逆 性 不 成 立 ,状态 转移 的 过 程 也 就 不 可 逆 。 这 有 时 会 导致 离散 系统 和 连续 系统 对 应 结论 的 
一 些 差别 。 


本 章 小 结 

控制 系统 状态 响应 属于 系统 分 析 的 内 容 , 同 时 也 服务 于 进一步 的 系统 分 析 和 设计 。 这 
部 分 内 容 数 学 性 的 表述 很 多 ,常规 的 编排 往往 过 于 理论 化 。 本 章 尽 量 压缩 了 以 往 与 控制 关 
联 不 大 的 环节 ,力图 简明 扼要 地 给 出 状态 响应 推导 过 程 。 

本 章 的 核心 概念 是 矩阵 指数 和 状态 转移 矩阵 ,而 矩阵 指数 的 计算 又 是 状态 响应 和 输出 
的 基础 。 

把 矩阵 指数 表 为 有 限 项 和 时 ,其 各 项 系数 作为 时 间 的 函数 未 必 线 性 无 关 ; 例子 表明 , 系 
统 极点 位 于 虚 轴 上 时 系统 未 必 等 幅 振荡 ; 线性 系统 的 模 态 为 时 间 的 短 函 数 、 指 数 函 数 和 正 
弦 函 数 及 其 组 合 。 这 些 都 是 本 章 需 要 关注 的 基础 问题 。 


习题 2 
2.1 计算 下 列 和 矩阵 的 矩阵 指数 e*。 


「 一 2 0 
(1) A= | 


L 0 一 3 
[一 2 1 
(2) = 
E 和 一 各 
[0 0 
(3) 4 一 | 
[1 0 
Fe =1 
(4) A= 
[二 0 
[ 0 1 
{6 六 = | 
一 条 一 局 


2.2 分 别 用 4 种 方法 计算 下 列 矩 阵 的 矩阵 指数 ex 。 


0 1 
= | 
EE 一早 “ 一 入 


0 2 
(2) A= | 
L 一 2 0 


「 0 | 0 
(3) 4 一 0 0 1 
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2.3 求解 下 列 系统 的 状态 响应 。 
网 0 1lfa] fac] fr2 
mls ols lls dl] 
Zz 一 盖世 用 2 Za2(0) 是 
(as a hl 
(2) = 二 e 2， es 
zz 一 豆 一 让 1 Zzx2(0) 1 


2.4 对 于 某 线性 定常 系统 ,已 知 其 状态 转移 和 矩阵、 输入 向 量 , 初 态 分 别 为 


g* vw I 2 TiC0) 入 
sw- | Lo 
0 e EE 1 Zzx2(0) 2 
当 输 入 u(z) 取 下 列 信和 号 时 ,分 别 计算 系统 的 状态 响应 。 
(1) u(t)=60(1) 
(2) u(t)=1(2) 
(3) u(t)=t 
(4) u(t)=0. 5 
(5) u(t)=sin(t) 
2.5 对 于 线性 定常 系统 
=Ax+tbu, x(0)=xo 
当 输 入 wz) 为 习题 2.4 中 (1) 一 (5) 的 不 同 信号 时 ,分 别 计算 系统 的 状态 响应 。 
2.6 已 知 某 个 线性 定常 系统 的 状态 转移 矩阵 为 
w We 四 站 (2 上 | 
@()= 
er' 二 ee” 0.5(e 十 ez) 
据 此 求解 系统 窍 阵 4。 
2.7 函数 矩阵 
攻 = “十 ex) 0.25(e | 
e+e 0.5(e 十 es) 
是 否 为 某 个 线性 定常 系统 的 状态 转移 矩阵 ? 为 什么 ? 
2.8 利用 Laplace 变换 证 明 ,线性 系统 x 二 Ax 十 Bu ,t 二 0 的 状态 响应 为 


x(1) = ewx(0) 十 | ew Bu ds 
0 
2.9 设 线性 时 变 系统 


Aun(t) Ai(t) bi1(t) 
二 丰 iu， 上 之 加 
A2a(t) Az(t) b(t) 
的 状态 转移 矩阵 为 
Bi(tto) Dt,to) 
B01) | 11 0 12 0 ] 
Batto) Ds (t,to) 
证 明 : 若 Aw (7) 二 0, 则 必 有 @1 (t,to) 二 0。 
2.10 对 于 2 阶 定常 自治 系统 
于 二 


与 初 态 
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1 这 
|_ ,| | 
[La 
1 ,本 


求 系统 矩阵 4; 改动 给 定 的 初 态 或 响应 ,是 否 一 定 能 求 得 系统 矩阵 4? 


对 应 的 状态 响应 分 别 为 


| 要 | 


线性 控制 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


能 控 性 和 能 观测 性 是 系统 的 两 个 基本 结构 特性 。 随 着 状态 空间 描述 的 引入 ,Kalman 
在 20 世纪 60 年 代 初 首先 提出 并 研究 了 能 控 性 和 能 观测 性 这 两 个 基本 概念 。 系 统 和 控制 理 
论 的 发 展 表明 ,这 两 个 概念 对 于 控制 和 估计 问题 的 研究 意义 重大 : 在 理论 层面 ,它们 为 线性 
控制 系统 理论 建立 了 严谨 的 理论 基础 ; 在 应 用 层面 ,在 系统 设计 阶段 ,它们 为 关键 信号 的 获 
取 方 式 和 调节 方式 、 关 键 振 型 的 配置 或 对 消 等 问题 ,进行 宏观 的 预 判 和 布局 ,是 系统 设计 的 
前 提 。 

本 章 中 ,首先 明确 能 控 性 和 能 观测 性 的 目的 ,给 出 能 控 性 和 能 观测 性 的 严格 数学 定义 ; 
其 次 针对 线性 控制 系统 ,包括 时 变 和 定常 的 情形 讨论 能 控 性 和 能 观测 性 的 判别 方法 ; 最 后 
讨论 基于 能 控 性 和 能 观测 性 讨论 系统 标准 型 和 结构 分 解 等 内 容 。 

非 线性 控制 系统 自然 有 能 控 性 和 能 观测 性 的 问题 ,但 无 法 建立 统一 的 判别 方法 。 因 而 ， 
本 章 对 于 能 控 性 和 能 观测 性 的 判别 仅 针 对 线性 控制 系统 进行 。 

对 于 离散 控制 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 与 连续 系统 基本 是 平行 的 ,但 有 区 别 , 本 章 只 做 
概要 介绍 ,详细 内 容 可 参考 计算 机 控制 或 离散 控制 系统 等 教材 。 

能 控 性 和 能 观测 性 属于 控制 系统 的 定性 描述 ,而 非 定 量 描述 。 学 习 本 章 ,要 注意 体会 概 
念 中 蕴涵 的 时 间 和 空间 变化 特性 ; 再 者 ,能 控 和 能 观测 本 来 是 针对 状态 变量 的 概念 ,但 各 种 
判 据 都 是 依据 系统 的 结构 和 参数 给 出 的 ,这 恰好 体现 了 系统 结构 决定 系统 功能 这 一 基本 
思想 。 


3.1 能 控 性 和 能 观测 性 概述 


在 控制 系统 的 状态 空间 描述 中 ,输入 和 输出 组 成 系统 的 外 部 信号 ,所 有 的 状态 变量 代表 
系统 的 内 部 信号 。 对 于 实际 的 控制 系统 ,状态 变量 之 间 往 往 是 直接 或 间接 耦合 的 。 如 第 1 
章 所 述 ,状态 空间 法 的 基本 思路 是 : 通过 选取 控制 输入 ,使 得 在 过 渡 过 程 和 稳 态 过 程 中 全 体 
状态 变量 各 安 其 位 ,再 由 这 些 状态 变量 得 到 满意 的 系统 被 控 输 出 , 即 跟随 参考 信号 (参考 输 
入 . 设 定 值 ) 。 

这 里 面 蕴 涵 了 两 个 问题 : 

(1) 控制 输入 能 否 在 有 限时 间 内 让 系统 状态 精准 到 达 状 态 空间 内 的 任意 指定 位 置 ? 即 
在 理论 上 是 否 存在 一 个 控制 律 ? 

(2) 要 调节 全 体 状 态 , 本 质 上 就 需要 知道 全 体 状态 变量 任意 时 刻 在 状态 空间 中 的 确切 
位 置 ; 但 系统 可 供 利 用 的 信号 只 有 输入 和 量 测 输出 。 根 据 这 些 已 知 信 号 ,理论 上 能 够 实时 
精准 确定 全 部 状态 变量 吗 ? 

第 一 个 问题 对 应 系统 的 能 控 性 概念 ,第 二 个 问题 对 应 系统 的 能 观测 性 概念 。 能 控 , 是 指 
输入 能 够 控制 全 体 状 态 变 量 ; 能 观测 ,是 指 输 入 和 量 测 输 出 能 够 确定 全 体 状 态 变 量 。 两 个 
概念 的 核心 都 是 状态 变量 。 
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在 图 3.1. 1 所 示 电 路 中 ,电源 电压 wx(z) 为 控制 输入 ,两 个 电容 电压 wc, () 和 uc, (7) 取 为 
状态 变量 。 所 以 ,状态 空间 就 是 vc (7) 一 uc, (7) 二 维 平面 。 若 电路 元 件 参数 满足 
C=C, R=R;, 3, 11 
则 由 电路 知识 可 知 ,对 于 任意 时 间 t, 总 有 
uc, (1) = uc, (1) 二 ,1. 绚 
即 系统 状态 只 能 在 式 (3. 1.2) 确 定 的 一 条 直线 上 ,无 法 到 达 二 维 平面 的 任意 指定 位 置 , 即 状 
态 变量 不 完全 能 控 。 
在 图 3.1. 2 所 示 电 路 中 ,电源 电压 (7?) 为 控制 输入 ,电感 电流 访 () 和 电容 电压 和 wc (7) 
取 为 状态 变量 ,uc (t) 同 时 选取 为 系统 的 输出 。 若 电路 元 件 参数 满足 


Ri/R: = Rs/R 太 : 和 塘 
即 电 桥 平衡 , 则 由 电路 知识 可 知 ,对 于 任意 时 间 t, 总 有 
uc(D) 一 0 (3.1.4) 


即 系统 输出 恒 为 零 ,不 论 电 流 云 (如何 变化 取 值 。 这 样 ,就 无 法 通过 x(z) 和 xc(D 判 断 状态 
变量 去 (六 。 


R 
= 
好 | = 一- 
ul) | &[ 
Al [ 
图 3.1.1 不 完全 能 控 电路 图 3.1.2 不 完全 能 观测 电路 


3.2 能 控 性 的 一 般 概 念 


考虑 连续 的 n 阶 非 线性 时 变 控 制 系统 
x(2) = fLx C2) ut) st], x(t) =  … 名 本 于 

其 中 x(7) 为 状态 向 量 ,u(7) 为 控制 输入 向 量 ,to 是 某 个 被 关注 的 时 刻 ,未 必 是 初始 时 刻 ， 
各 ,6 为 不 全 为 零 的 常数 。 状 态 的 能 控 性 与 系统 输出 无 关 , 所 以 这 里 不 考虑 输出 方程 。 

状态 的 能 控 性 问题 包括 以 下 几 条 : 

(1) 待 处 理 对 象 ; x(to) ,包括 时 刻 to, 以 及 这 一 时 刻 的 已 知 常 值 状 态 分 量 甸 ,… ,名 , 即 
在 状态 空间 中 的 一 个 具体 位 置 。 

(2) 目标 : x(ty) 二 0,tj 为 to 之 后 的 某 个 有 限时 刻 。 这 里 选择 零 向 量 作为 目标 状态 ,是 
因为 任何 一 个 非 零 的 目标 状态 都 可 以 通过 坐标 平移 转换 为 零 向 量 。 

(3) 工具 : 

@ 状态 方程 (3. 2. 1) 的 结构 和 参数 ; 

@ 时 刻 如 和 常 值 状态 分 量 &,…,&。 

(4) 手段 : 选取 时 刻 亡 :以 及 控制 输入 woD:tE[La : 疾 )。 可 以 想见 ,z 和 w(t) 一 般 说 来 
要 依赖 (3) 中 的 和 @。 

(5) 关键 : 上 述 控制 输入 wu(z) 存 在 的 条 件 是 什么 ? 
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以 上 第 (5) 条 属于 能 控 性 判别 条 件 或 方法 ; 总 结 以 上 的 (1) 一 (4) ,有 如 下 的 状态 能 控 性 
定义 : 

定义 3.2.1 对 于 时 刻 和 这 一 时 刻 不 全 为 零 的 已 知 常 值 状态 分 量 5,… ,6 ,车 存在 
时 刻 姓 过 fi 和 控制 输入 uC ,ziE[ayir), 使 得 xCr) 王 0, 则 称 加 时 刻 的 状态 x(n ) 一 
[S … 名 本 是 能 控 的 。 

对 于 上 述 定 义 , 有 以 下 几 点 解读 : 

(1) z(to) 是 否 能 控 和 时 刻 i。 有 关 , 即 相同 的 状态 分 量 、 不 同 的 时 刻 i 可 能 导致 不 同 的 
能 控 性 ，; 

(2) z(to) 是 否 能 挖 和 状态 分 量 乌 ,… ,名 有 关 , 即 不 同 的 状态 分 量 、 相 同 的 时 刻 i 可 能 
导致 不 同 的 能 控 性 ; 

(3) 能 控 性 实际 上 是 探讨 能 否 用 低 维 的 控制 输入 向 量 调节 高 维 的 状态 向 量 。 控 制 输入 
u(t) 使 系统 状态 从 x(to) 隆 0 到 x(tj) 二 0, 这 种 转移 不 是 立 笔 见 影 ,一 跳 而 就 的 ,而 是 依托 时 
间 区 间 [w ,ty) 的 。 形 象 地 说 ,是 用 时 间 来 换取 空间 位 置 的 转移 。 

研究 表明 ,对 于 时 变 系统 ,状态 能 控 性 往往 和 时 刻 t。 有 关 ; 对 于 非 线性 系统 ,状态 能 控 
性 通常 和 状态 分 量 和 ,…',5 即 空 间 中 的 具体 位 置 有 关 。 

一 般 的 非 线 性 控制 系统 无 法 建立 状态 能 控 的 统一 判别 条 件 ,本 章 对 能 控 性 的 讨论 主要 
针对 线性 控制 系统 展开 。 


3.3 ”时 变 控制 系统 的 能 控 性 


考虑 阶 时 变 线性 控制 系统 
(2) = ACxXD BOW xi) 一 [和 名 了 信和 功 
其 中 x(7) 为 状态 向 量 ,u() 为 控制 输入 向 量 ,to 是 某 个 被 关注 的 时 刻 ,未 必 是 初始 时 刻 ,状态 
分 量 和 ,6 是 不 全 为 零 的 已 知 常数 。 对 于 该 系统 ,有 如 下 定义 : 

定义 3.3.1 对 于 时 刻 和 这 一 时 刻 不 全 为 零 的 已 知 常 值 状 态 分 量 5 ,… ,5 ， 

(1) 车 存在 时 刻 疙 过 和 控制 输入 wz) ,1E [to ,ty) ,使 得 x(ty)= 二 0, 则 称 to 时 刻 的 状态 
x(to) 一 [各 … J" 是 能 控 的 ， 

(2) 若 对 状态 分 量 急 ,…, 的 任意 取 值 ,存在 时 刻 六 二 和 控制 输入 wet) ,1E [to ,ty)， 
使 得 xGir) 一 0, 则 称 在 xm 时 刻 状 态 完全 能 控 , 或 称 系统 在 nm 时刻 完全 能 控 , 简 称 系统 在 to 
时 刻 能 控 。 

对 上 述 定义 有 几 点 解读 : 

Q@ 由 于 系统 是 时 变 的 ,能 控 性 概念 始终 依赖 具体 的 to 时刻。wo 取 值 的 改变 通常 会 带 来 
能 控 性 的 改变 ; 

@ 定义 中 有 从 单个 状态 能 控 到 全 体 状 态 能 控 的 过 渡 ; 

@ 定义 中 有 从 状态 能 控 到 系统 能 控 的 过 渡 。 其 合理 性 在 于 ,状态 空间 的 基础 概念 部 分 
曾 提 到 ,状态 变量 可 以 用 来 代表 整个 系统 。 

在 系统 运行 过 程 中 ,状态 总 是 不 断 变化 的 。 因 此 ,相对 于 单个 状态 能 控 , 人 们 显然 更 加 
关注 全 体 状 态 是 否 能 控 , 即 系统 是 否 能 控 。 

下 面 给 出 时 变 线性 控制 系统 (3. 3. 1) 的 能 控 性 判 据 , 并 给 出 证 明 。 为 避免 复杂 的 数学 理 
论 (集合 测度 和 Lebesgue 积分 等 ) ,这 里 假设 系统 (3. 3. 1) 中 A(t) 和 B(7) 的 元 素 是 分 段 连 续 
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函数 ,这 样 足 以 保证 系统 (3. 3.1) 的 状态 响应 存在 且 唯 一 。 定 理 3. 3. 1 的 证 明 过 程 需 要 以 下 
3 个 引 理 : 


引 理 3.3.1 车 丽 数 /2) 在 区 间 [a ,所 分 段 连续 、 非 负 且 | (dt 一 0, 则 对 [Cas 人] 的 任 


意 连 续 点 1, 有 f(t) = 0。 

引 理 3.3.2 对 于 nn 维 列 向 量 h 二 [hy … hh,]T,hTh 二 丹 十 … 十 hi 二 0 今 h 二 0。 

引 理 3.3.3 对 于 nn 阶 方 阵 W 和 维 未 知 列 向 量 h 二 [h，… Ah,J" 构成 的 齐 次 线性 
方程 组 Wh 一 0, 其 只 有 零 解 h==0 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 多 可 道 。 

对 于 线性 时 变 控制 系统 (3. 3. 1) 的 能 控 性 ,有 如 下 的 Gram 和 矩阵 判 据 : 

定理 3.3.1 时 变 线 性 控制 系统 (3. 3. 1) 在 t。 时刻 能 控 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 有 限 
时 刻 tj 二 to ,使 得 如 下 的 Gram 和 矩阵 


W(ty) = [8 GDBBT OD) B70 Jd 本 最 鸭 
可 道 。 这 里 用 ® (1,to) 表 示 系 统 (3. 3.1) 的 状态 转移 矩阵 ; 对 于 和 矩阵 的 积分 就 是 每 个 元 素 分 
别 积分 。 
注意 式 (3. 3.2) 中 状态 转移 矩阵 中 两 个 时 间 变 量 的 顺序 。 
证 明 : 


充分 性 。 已 知 Gram 和 矩阵 W(to sty) 可 道 , 往 证 系统 (3. 3.1) 在 1 时刻 能 控 。 根 据 定义 
3. 3. 1, 只 需 对 任意 非 零 的 x(m ) 找 到 控制 输入 w(z) ,1E[Lto ,ty) ,使 得 x(ty) 二 0。 
利用 x(to) ,状态 转移 和 矩 和 Gram 矩阵 构造 控制 输入 
u(t) 一 一 区 TCD BT ttW tosty)x(to) 合生 双 
根据 时 变 线性 控制 系统 的 状态 响应 以 及 状态 转移 矩阵 的 性 质 , 有 


x(tr) =® (t,to x(to) 4 BD Bu dt 


=®@ (t,to)x(to) t+ t,to | B10 Bu dt (3.3.4) 
把 式 (3.3.3) 代 入 式 (3. 3.4) ,并 利用 和 矩阵 多 (te ,ty ) 的 定义 进一步 计算 得 
X(ty) =®B tpto x(to) — ®t,to | BDBOLBT) BT DW osts)xCto) dt 


一 更 (Cir ,to)x(to) 一 更 Ma BD BG)BT) BT to dW (to,ti)x(to) 


=® (tpsto x(to) — Bt to Wo t Wto ,ts)x(to) 
=® (t,to)x(to) —B t,to x(to) 
=0 (3.3.5) 
因此 系统 (3. 3. 1) 在 to 时刻 能 控 。 
必要 性 。 已 知 系统 (3. 3.1) 在 wo 时 刻 能 控 , 往 证 Gram 矩阵 W(to ,ty) 可 道 。 为 此 ,构造 
齐 次 线性 方程 组 
W(tosti)h=0 《3. 3.6) 
设 x(to) 王 h。 由 于 系统 (3. 3.1) 在 时 刻 能 控 , 对 于 方程 组 (3. 3.6) 的 任 一 解 h, 必 存在 控制 
输入 u(t) ,1E [La ,ty) ,使 得 x(ty) 二 0, 即 
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0 =x(1)) = Bs)x(4) + BU DBOuD di 
和 


=@ n+) B DBOu dt 嫩 , 色 确 
1 
于 是 
h=—® 1, J B DB Ou dt 
to 
= 一 下 BD Bu dr 
=- 一 Bto,ti) Bit Bu dt 
加 
= 下 @ 10D Bu dt (3. 3. 8) 
to 
式 (3. 3.6) 推 出 
h™Wltost)h = 0 [E 关 浊 ) 


把 W(t ,ty) 的 定义 代入 式 (3. 3.9) ,计算 得 
0 = {| [8 0B BT B00 Jd)n 


1 


=| [hr'® C0.) BB BT thd 


lo 


= [BrCz) ® Ts DRITLBT) BT ,Dhdt 


= sea (3. 3. 10) 
其 中 定义 
z(t) = BT™(1) ® Tto ,Dh 1 
由 于 A(1) 和 B(7) 的 元 素 分 段 连续 ,被 积 函数 zT(1)z(t) 也 分 段 连续 ; z(t) 是 一 个 列 向 量 ( 单 
输入 时 简化 为 标量 ) ,z”(z)z(z) 恰 为 其 各 个 分 量 的 平方 和 ,因而 非 负 。 结合 引 理 3. 3.1, 由 
式 (3.3.10) 可 知 , 对 于 zT(1)z(#) 在 区 间 [w ,tyj 的 任意 连续 点 1, 有 
z(2) = BT() ® Ti,Dh=0 C3; .12 
即 
hi® (t,t)B() = 0 人 
利用 式 (3. 3. 8) 计 算得 


实生 三 一 和 [| ®to ‘DB Wu di | 


= 一 | [hr® GD Bud [克隆 : 尖 世 5 
因为 间断 点 处 的 函数 值 不 影响 积分 值 ,由 式 (3. 3. 13) 和 式 (3. 3. 14) 得 
h™h =——| 0xud =—0 (3. 3.15) 


利用 引 理 3. 3.2, 得 h 二 0。 这 样 一 来 ,方程 组 (3. 3. 6) 就 只 有 零 解 。 根 据 引 理 3. 3. 3, Gram 
矩阵 W(to ,ty) 可 道 ,证 明 完 
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对 于 定理 3. 3.1, 有 以 下 几 点 说 明 : 

@ 闭 W(tosti ) 可 道 ,tj 过 tj: 则 W(tosty,) 可 道 ; 车 W(to,ty,) 不 可 道 ,tj 二 ty,, 则 
W(to ,ty ) 不 可 道 。 

@ 式 (3. 3.2) 中 ,被 积 对 象 是 n 阶 方 阵 。 控 制 输 入 的 维 数 一 般 远 小 于 状态 空间 的 维 数 
2。 如 单 输入 的 情形 ,输入 矩阵 B(z) 的 秩 是 1, 因 此 整个 被 积 矩 阵 的 秩 也 是 1, 当 nn 二 1 时 ,被 
积 和 矩阵 一 定 不 可 逆 。 但 W(to ' 妖 ) 作 为 积分 、 作 为 对 时 间 的 累加 却 有 可 能 可 逆 , 从 而 保证 系 
统 能 控 。 这 里 再 次 体现 了 以 时 间 换 取 空 间 位 置 转移 的 思想 。 

@ 由 于 时 变 线性 系统 的 状态 转移 矩阵 钾 (1 ,to ) 一 般 难 以 求解 ,Gram 矩阵 W(to ,ty) 因 此 
也 难以 求解 。 因 此 ,时 变 线性 控制 系统 的 Gram 和 矩阵 难以 直接 用 于 判断 系统 能 控 性 ,通常 只 
具有 理论 意义 。 例 如 ,这 个 判 据 可 以 自然 衍生 出 定常 线性 控制 系统 能 控 性 的 Gram 和 矩阵 , 进 
而 得 到 定常 情形 的 一 系列 实用 判 据 。 详 见 3.4 节 。 这 样 的 证 明 思 路 相对 来 说 完整 .明了 。 


3.4 ”定常 控制 系统 的 能 控 性 


考虑 n 阶 定常 线性 控制 系统 
X12) = Ax(D)+Bult), x(to) =[6 … &] 态 . 轴 到 

其 中 x(7) 为 状态 向 量 ,u(7) 为 控制 输入 向 量 ,t。 是 某 个 被 关注 的 时 刻 ,未 必 是 初始 时 刻 ,状态 
分 量程 ,6 为 不 全 为 零 的 已 知 常数 。 

定常 系统 (3.4.1) 是 时 变 系 统 (3. 3. 1) 的 特例 ,因此 原则 上 可 以 沿用 关于 时 变 系统 (3. 3. 1) 
的 能 控 性 定义 和 判 据 ; 同时 ,由 于 是 特例 ,自然 要 进一步 探讨 定义 和 判 据 有 无 新 特性 。 

依照 定理 3. 3. 1 ,定常 系统 (3. 4. 1) 在 to 时刻 能 控 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 有 限时 刻 
ty 记 to ,使 得 如 下 的 Gram 矩阵 


W(t ,ty) = | [8 0.0BOBT OD BT Jd (3.4.2) 


可 道 , (tt) 表 示 定 常 系统 (3.4. 1) 的 状态 转移 矩阵。 
根据 2. 5 节 的 讨论 ,对 于 定常 系统 (3. 4. 1) ,状态 转移 矩阵 简化 为 矩阵 指数 , 即 
Dt) = EE (3.4.3) 
代入 式 (3.4.2) 并 做 积分 变量 替换 
s=t—to (3.4.4) 
可 得 


W(to ,ts) -| [esco- BB Te Jd 
如 


-| [eBBTe :J]ds (3.4.5) 
再 次 做 积分 变量 替换 > 一 上 ,并 记 
在 一 厅 一 加 (3.4.6) 
得 
Way) = 必 [erwBBTer4r]dr 仿生 欧 
8 


式 (3.4.7) 表 明 ,W(to , 疾 ) 的 可 逆 性 在 形式 上 与 时 间 间 隔 了 一 妖 一 上 有关 ,而 与 时 刻 to 
的 取 值 无 关 。 因 此 ,有 别 于 时 变 系统 ,在 讨论 定常 线性 系统 的 能 控 性 时 ,完全 不 必 考 虑 时 刻 
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to 这 一 因素 。 

基于 以 上 结论 ,对 于 定常 线性 控制 系统 (3. 4. 1) 有 如 下 的 能 控 性 定义 ， 

定义 3.4.1 对 于 zm 时 刻 不 全 为 0 的 已 知 常 值 状态 分 量 4 ，… ,6， 

(1) 若 存在 时 刻 疾 之 m 和 控制 输入 uCD zeE [na 六) ,使 得 x(ty) 二 0, 则 称 状态 x(t ) 一 
[和 … J" 是 能 控 的 ; 

(2) 车 对 状态 分 量 鲍 ,…, 的 任意 取 值 ,存在 时 刻 疼 之 fx 和 控制 输入 w(t) ,1€E [to ,ty)， 
使 得 x(ty) 二 0, 则 称 状态 完全 能 控 , 或 称 系统 完全 能 控 , 简 称 系统 能 控 。 

由 定理 3. 3. 1 简化 得 到 的 、 定 常 系统 (3. 4. 1) 的 能 控 性 判 据 如 下 : 

定理 3.4.1 (Gram 矩阵 判 据 ) 定 常 系统 (3. 4. 1) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 ti 二 0， 
使 得 如 下 的 Gram 矩阵 


Wi= Ptevppres J (3.4.8) 
本 


可 道 。 

事实 上 ,Gram 矩阵 风 ( 六 ) 的 可 闭 性 由 系统 矩阵 A 和 控制 矩阵 下 决定 ,形式 上 与 有 
关 , 但 本 质 上 与 的 取 值 无 关 ( 包 括 负 值 ) ,只 要 tL 关 0。 

矩阵 指数 es 可 以 得 到 解析 表达 式 , 但 当 系 统 阶 次 较 高 时 ,获取 Gram 和 矩阵 多 (zz 的 计算 
量 复杂 度 仍然 很 高 。 

下 面 从 Gram 和 矩阵 判 据 出 发 ,给 出 其 他 相对 易于 计算 的 能 控 性 判 据 。 首 先 给 出 几 个 证 
明 中 需要 的 引 理 。 

引 理 3.4.1 设 Q 是 行 数 为 n 的 矩阵 。 有 非 零 nn 维 列 向 量 a 二 [a，… ww 本 满足 
ar0=0 的 充分 必要 条 件 是 rankO 一 "。 

证 明 : 设 和 矩阵 @ 的 n 个 行 向 量 依 次 为 qi ,…,q,。 于 是 

0=a'Q= g++ a (3.4.9) 

恰 为 向 量 9 ,… ,gq 的 线性 组 合 。 

若 组 合 系数 m ,…,a, 不 全 为 零 , 则 向 量 组 gj ,…,g, 线性 相关 , 秩 小 于 nn, 因此 ,以 
q1，… ,4 为 行 组 成 的 矩阵 Q ,其 秩 也 小 于 ”。 

若 rankQ 二 n, 则 qi ,… ,gq 线性 相关 ,方程 (3. 4. 9) 必 存在 非 零 解 mw ,… ,a,, 即 有 非 零 列 
向 量 a 使 得 aT7Q 二 0。 证 明 完 成 。 

引 理 3.4.2 对 于 逢 阵 C0), 积分 | HTCDHGDd 半 正 定 .其 中 天 阵 (4) 的 元 素 均 为 


证 明 : 对 于 任意 向 量 a， 


b 
ar[| HT™()H(t) dla 
b 
-| [aT™HT (Haldt 
b 
=| [LHWaTLHG Dad (3.4.10) 


吾 (D)4 是 列 向 量 ,CD)a]r[H(z)a] 是 其 分 量 的 平方 和 , 非 负 。 于 是 由 积分 的 保 号 性 得 
ar[| HT Hd 一 Tr LHC)aj LHCGD)ajd 三 0 (3.4.11) 
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所 以 far Ha 半 正 定 。 


引 理 3.4.3 和 矩阵 瑟 半 正定 等 价 于 存在 矩阵 G ,使 得 H 二 GG。 
定理 3.4.2 〈 秩 判 据 ) 定 常 线性 系统 (3.4. 1) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,如 下 能 控 性 判别 
矩阵 
Qcel(n)=[B AB … A"'B] (3.4.12) 
行 满 秩 , 即 rankQc(n) 二 n, 而 nn 就 是 Qc(n) 的 行 数 。 
证 明 : 根据 定理 3.4.1, 只 需 证 明 
存在 放 0 使 得 W(t) 可 道 售 rankQc(n) 一 分 C3, 4 1 
为 此 ,只 需 证 明 
rankQc(n) 二 nSSW(t) 对 任意 万 > 0 均 不 可 逆 (3. 4.14) 
已 知 rankQc(n) 二 n, 往 证 W(t ) 对 任意 妨 记 0 均 不 可 道 ; 
根据 引 理 3. 4. 1 ,存在 非 零 向 量 a 使 得 a7Qc(n) 二 0, 即 


0 一 ar[B AB … A™'B]=[a'B ar4B … ar4" 1B] (3 4 15) 
于 是 有 
a'B=0, a'AB =0,.…%,a'A"" B=0 (3.4.16) 
根据 Caley-Hamilton 定理 ,A*(k 宇 n) 可 以 表示 为 E,A，…,A” 的 线性 组 合 。 因 此 
aTAB =0, k>n (3.4.17) 
根据 式 (3. 4.16) 和 式 (3. 4.17) ,对 任意 的 正 数 t ,有 
ar 全 4 一 0， Et (3.4.18) 
结合 矩阵 指数 的 级 数 定义 ,得 
areB 一 上 >) SCAB =0, +e [0] (3.4.19) 
于 是 


a™W(ti)a= aT [| (eraBBTerA )d] 
0 


一 上 (aTe “BBTe "a)dt 
9 


=0 (3. 4. 20) 
观察 式 (3. 4. 8) ,根据 引 理 3. 4. 2 可 知 W(t) 是 半 正 定 和 矩阵 。 由 引 理 3. 4. 3 ,存在 矩阵 G 
使 得 


W(t1) = GG K3; 相沿 访 
代入 式 (3.4. 20) ,得 
0 一 arW(Gr)a = a'GTGa = (Ga) (Ga) (3.4. 22) 
(Ga ) 是 列 向 量 ,于 是 由 引 理 3. 3. 2 得 
Ga=0 (3.4.23) 
两 端 左 乘 矩阵 G7 ,得 
GGa =0 (3.4.24) 


由 式 (3.4. 21) 即 得 
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W(liWa=0 (3. 4.25) 
即 对 任意 的 立 之 0, 线 性 方程 组 (3. 4.25) 有 非 零 解 a。 根 据 引 理 3.3.3,W(ti) 不 可 道 。 
已 知 三 () 对 任意 的 万 二 0 均 不 可 道 , 往 证 rankQc (n) 二 n。 
W(tL) 不 可 道 , 据 引 理 3. 3. 3, 存 在 非 零 列 向 量 a, 使 得 W(ti)a 一 0。 于 是 
0= aW(ti)a 


一 上 (aTesBBTe sq) dt 


= | (aTe mB) (aTe*B)Tdr (3. 4. 26) 
注意 到 (aTe-*B)" 是 列 向 量 、(aTe -4B)(aTe-“B)T 非 负 。 由 引 理 3. 3. 1 得 
(aTe spB) (Care *B)T =0 ks :0 
再 由 引 理 3. 3.2 得 
aresB =0 (3.4. 28) 


式 (3.4. 28) 两 端 对 时 间 t 求 导 , 直 至 一 1 次 ; 在 式 (3. 4. 28) 和 各 个 求 导 所 得 等 式 中 取 :一 
0, 得 


QT 有 一 0,a74 有 =0,.…,a'A"™ B=0 (3. 4.29) 
于 是 有 
二 05( 疝 二, 面 [B AB Ar-B] 
一 [arB ar4B … a'™A"'B] 
一 0 (3.4.30) 


由 于 a 是 非 零 向 量 , 根 据 引 理 3. 4. 1 可 知 rankQc(n) 二 n。 证 明 完成 。 
考虑 系统 (3.4.1) 的 状态 可 道 变换 x 二 P 7!'x 以 及 变换 后 的 状态 方程 


Xx(1) 一 人 Et) 十 Bu 人 it) (3.4.31) 
其 中 

A=P AP, B= PB Va 
注意 到 4 一 P-4 和 P ,系统 (3.4.31) 的 能 控 性 判别 矩阵 为 

[B AB … 4 一 B] 一 LP-B P-4B … PA”"'B] 
一 P-[B AB … A"'B] 《5 

即 变换 前 后 的 判别 矩阵 只 差 一 个 可 逆 变 换 , 所 以 具有 相同 的 秩 。 由 此 ,状态 的 可 疼 变 换 不 改 
变 系统 的 能 控 性 。 


若 系统 为 多 输入 , 则 判别 矩阵 (3. 4. 12) 的 列 数 多 于 行 数 n。 当 系统 (3. 4. 1) 能 控 时 , 称 

使 得 
Qely)=[B AB … 4 一 B] (3.4.34) 

行 满 秩 的 最 小 整数 w 为 系统 的 能 控 性 指数 。 对 于 能 控 的 n 阶 单 输入 系统 ,显然 w= 一 2。 这 一 
概念 主要 是 针对 多 输入 系统 的 ,可 用 于 其 分 析 和 设计 。 能 控 性 指数 的 一 个 直观 作用 在 于 简 
化 判别 矩阵 。 

设 系统 (3.4.1) 为 p 输入 . 即 控制 矩阵 B 为 p 列 。 判 别 矩 阵 Qclywj) 是 nXpp 的 ,其 秩 为 
n 的 必要 条 件 是 npyp, 即 n/ py。 

再 设 rankB 二 =r 三 p, 则 为 使 Qc (jy) 的 秩 达 到 n.B 提供 了 > 个 列 向 量 。 在 此 基础 上 ,车 
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4B 提供 的 列 向 量 都 能 被 B 的 各 列 线性 表示 , 则 后 面 的 A*B、AB…… 也 是 如 此 ,这 样 Qc(y) 
的 秩 只 能 是 ,不 会 达到 n。 因 此 ,4B 至 少 能 够 提供 1 个 列 向 量 ,与 其 左 侧 B 的 各 列 线性 无 
关 。 同 理 ,A?B、A3B、…… ,A”'B 各 自 都 至 少 能 够 提供 1 个 列 向 量 ,与 其 左 侧 的 各 列 线性 无 
关 。 由 此 得 到 7r 十 jy 一 1<n, 即 yn 十 1 一 r。 
综 上 ,能 控 性 指数 n/p 三 jy 志 nn 十 1 一 r。 
定理 3.4.3 (PBH 秩 判 据 , 振 型 判 据 ) 定 常 系统 (3. 4. 1) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,对 系 
统 矩 阵 4 的 任意 特征 值 ( 振 型 )4, 有 
rank[A—AE B]=n (3.4.35) 
即 [A 一 AE ”BJ] 行 满 秩 。 
证 明 : 根据 定理 3.4.2, 只 需 证 明 
rankQc(n) = nSrank[A—AE B] n， 4 为 4 的 任意 特征 值 (3.4.36) 
为 此 ,只 需 证 明 
rank[4A 一 ho 已 Bj] 二 nrankQc(n) 一 2， ho 为 4 的 某 个 特征 值 (3.4.37) 
已 知 对 4 的 某 个 特征 值 MXvy 有 rank[A 一 AE 了 8] 一 2, 往 证 rankQc(n) 二 n。 
由 引 理 3. 4. 1 ,存在 非 零 列 向 量 a 使 得 


ar[4 一 ho B] 一 0 (3.4.38) 
即 
二 (3.4.39) 
于 是 
a'AB = va'B=0 
a'™AB=a'AAB = Moa74 有 8 一 0 
ar4 一 有 一 … 一 0 (3. 4. 40) 
由 式 (3.4. 39) 和 式 (3. 4. 40) 得 
arOc(OoD) 一 ar[LB AB :1 4 一 B] 
一 [eTB a'AB … a™A"iB] 
一 0 (3.4.41) 


根据 由 引 理 3. 4. 1 即 得 rankQc(n) 二 n。 
已 知 rankQc(n) 二 n, 往 证 对 A 的 某 个 特征 值 X。 有 rank[A 一 AoE Bj]<=n。 
根据 引 理 3. 4. 1 ,存在 非 零 向 量 a 使 得 arQc(z) 一 0, 即 


0 一 ar[B AB … 4 一 B] 一 [arB ar4B … a'™A"'B] (3.4.42) 
于 是 有 
aT 有 8 一 0,a74B 一 0, ar4" 有 一 0 (3.4.43) 
注意 到 向 量 
a,ATa,…,(A™)" a (3.4.44) 
都 是 以 B" 为 系数 矩阵 、h 为 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 
BT 一 0 (3.4.45) 
的 解 ,属于 其 解 空间 。 


设 整 数 -使 得 行 向 量 组 
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.i 
线性 无 关 、 但 添加 az4" 的 向 量 组 


Py. Cl. 


线性 相关 。 这 样 确定 的 r 是 唯一 的 。 因 为 1<rankB<n 一 1, 所 以 1<r<n 一 1。 


(3. 


(3. 


4. 


4. 


46) 


47) 


根据 -~ 的 定义 ,向 量 ar4" 可 被 向 量 组 (3. 4.46) 线 性 表示 ,于 是 存在 一 组 系数 co ,ci ,… 


Cn 一 1 ,使 得 
0 =a'h’ 十 co-iaT4 汪 十 … 十 ciarA 十 coa7 
一 4T(47 十 ch 一 十 … 十 ci4 十 co 瑟 ) 
构造 多 项 式 


ff) 一 中 十 cr 十 … 十 cs 十 co 
设 和 是 f(s) 的 一 个 根 , 则 了 (s) 存 在 因 式 分 解 
£05) = fi(s)(s—N0) 
其 中 
万 (CS) = sd 2s 十"… 十 dis 十 do 
借助 式 (3. 4. 49) 和 式 (3. 4. 50) , 式 (3.4.48) 可 重新 表示 为 
一 arjF(4) 一 ar 户 (4)(4 一 hoBE) 


a5=fI(4)a,， 或 =arf(4) 
结合 式 (3. 4. 52) 即 得 
mr(4 一 1oB) 一 0 


04 一 ioar， 或 475 一 Mo0 


ar 六 47 一 0 
根据 式 (3. 4.51) ,有 
0 一 aT(4 一 十 dh 一 十 … 十 心 A 十 do 匹 ) 
一 4T4 一 十 dsaT4 一 十 … 十 心 aTA 十 doar 
即 向 量 组 (3. 4. 46) 线 性 相关 ,这 与 > 的 定义 相 矛 盾 。 因 此 , 必 有 
ar 六 (4) 关 0， 或 天 0 


(3. 


(3, 


(3, 


(3. 


(3, 


(3, 


(3, 


〈3. 


〈3. 


(3, 


(3. 


4. 


4. 


4. 


4. 


4. 


4. 


4. 


4, 


4. 


4. 


4. 


57) 


58) 


式 (3.4.55) 和 式 (3.4.58) 表 明 .a 是 矩阵 A 的 特征 向 量 ,ie 是 47 的 特征 值 ,也 就 是 矩 


阵 A 的 特征 值 。 
由 式 (3.4.43) 和 7 的 定义 、 范 围 可 得 
a'B =aT™fi(A)B 
二 aT(A™! 十 d,sA™ 十 … 十 dA 十 doE)B 


=aT™A™ B+ d, za A™ B++…+dia AB++ doa'B 


二 和 
至 此 ,存在 非 零 列 向 量 a ,对 4 的 特征 值 MX ,有 
ar[4 一 MoBE B] 一 0 


(3.4.59) 


〈3. 4. 60) 
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根据 引 理 3. 4. 1 可 知 ,rank[A 一 AE Bj] 二 n。 证 明 完 成 。 
定理 3.4.4 (PBH 特征 向 量 判 据 ) 定 常 线性 系统 (3. 4. 1) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,AT 
的 任意 特征 向 量 h 均 满足 h7B 关 0。 
证 明 : 只 需 证 明 ， 
AT 的 某 个 特征 向 量 h, 使 得 及 B = 0 全 系统 (3. 4. 1) 不 能 控 
车 A7 的 某 个 特征 向 量 ho 使 得 hi B==0, 设 对 应 的 特征 值 为 nu ,简单 计算 可 得 


hi[A—AE B=0 (3.4.61) 
注意 到 特征 向 量 不 是 零 向 量 , 由 引 理 3. 4. 1 可 知 
rank[4 一 Mo 下 B]<=n (3.4.62) 


根据 定理 3. 4. 3, 系 统 (3. 4. 1) 不 能 控 。 

若 系统 (3.4.1) 不 能 控 , 由 定理 3. 4. 2 可 知 rankQc (n) 二 n。 按 照 定理 3. 4. 3 证 明 的 后 
半 部 分 可 以 构造 出 4z 的 特征 向 量 a 和 特征 值 le ,使 得 式 (3. 4. 60) 成 立 , 从 而 有 a7B 一 0。 证 
明 完 成 。 

对 于 线性 定常 控制 系统 的 能 控 性 判别 ,除了 上 述 4 个 定理 ,还 有 Jordan 标准 型 判 据 。 
为 了 避免 符号 过 于 复杂 ,这 里 举例 说 明 判 别 方法 。 

按照 向 量 线 性 相关 或 无 关 的 定义 ,单个 向 量 hh 线性 相关 等 价 于 hh 二 0, 线 性 无 关 等 价 于 
hh 关 0; 标量 视 为 Jordan 块 的 特例 。 

【 例 3.4.1】 考虑 如 下 的 系统 矩阵 为 上 三 角 Jordan 型 矩阵 的 10 阶 线性 定常 控制 系统 


. aa iw bi] 
Ts 
a2 Tz b; 
Tal as 1 sl 关 
X32 a3 Ta2 bs 
Ta Q4 Tall ba 
= 各 (3.4.63) 

人 大 a 1 421 x 

2 a 到 b. 
Rs 4 422 42 

。 Q4 1 0 || Zs # 
TA31 

as 1 || rss 
Tas2 | 
E L vit TT433 bas 
T433 J 


其 中 ,特征 值 a ,az ,as ,as 两 两 互 异 ; 控制 矩阵 拆 分 为 10 个 行 向 量 。 

由 于 系统 矩阵 为 上 三 角形 式 ,因此 只 需 关 注 每 个 Jordan 块 最 后 一 行 所 对 应 的 控制 矩阵 
的 行 ,例如 ,如 控制 矩阵 的 最 后 一 行 by 需要 列 出 ,因为 对 应 最 后 一 个 3 阶 Jordan 块 的 最 后 
一 行 即 [0 … 0 as]。* 表示 的 行 对 于 判断 系统 能 控 性 不 起 作用 。 

根据 Jordan 标准 型 判 据 , 系 统 (3. 4. 63) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,4 个 向 量 组 (bi)、{bs)、 
{bs) 、{ba ,baz ,bss) 均 为 线性 无 关 ; 或 者 说 ,bi 、bs、bs 均 非 零 , 且 向 量 bs 、bss 、bss 线 性 无 关 。 

该 结论 的 证 明 可 由 定理 3. 4. 3 直接 给 出 。 

进行 判别 时 ,控制 矩阵 中 对 应 同一 特征 值 的 行 归 和 同一 组 ,不 同 的 组 之 间 没 有 联系 。 

根据 线性 代数 知识 ,n 十 1 个 维 向 量 必然 线性 相关 。 因 此 ,在 例 3. 4. 1 中 pa ,bss ,pss 线 
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性 无 关 的 前 提 是 ,它们 的 维 数 不 小 于 3, 而 这 个 维 数 也 就 是 控制 输入 的 维 数 。 注 意 到 {bs， 
bs ,bss} 中 向 量 的 数目 就 是 对 应 特征 值 a 的 几何 重 数 , 或 Jordan 块 数目 。 由 此 可 以 断言 : 
系统 能 控 的 必要 条 件 之 一 ,是 控制 输入 维 数 不 低 于 特征 值 的 几何 重 数 。 对 此 ,一 个 极端 的 例 
子 是 系统 矩阵 为 单位 矩阵 的 情形 。 特 征 值 的 重 数 影 响 系 统 能 控 性 ,但 真正 影响 能 控 性 的 是 
几何 重 数 ,而 非 代 数 重 数 。 

在 系统 (3.4.63) 中 ,系统 矩阵 和 控制 矩阵 可 能 出 现 复数 元 素 。 下 面 举例 说 明 当 系统 为 
实 Jordan 标准 型 时 的 能 控 性 判 据 。 这 时 系统 矩阵 和 控制 矩阵 都 是 实数 矩阵 。 


【 例 3.4.2】 考虑 如 下 的 系统 矩阵 为 实 Jordan 型 矩阵 的 10 阶 线性 定常 控制 系统 

i | 

| a PB 1 0 fxm | * 
jt 一 及 a 0 1 112 本 
Tu al en 工 113 D 
4 —hB a X14 b, 
Ta a hh 121 bs 

人 下 
Zi22 = 名 面 Tl22 b, ‘ 
a PB Tal bs 
—PB a X22 bs 
> Qs Xs b; 

3 

| 2 Q4 外 Th ] Lbs 
Ta J 


(3.4.64) 
其 中 ,系统 矩阵 为 分 块 上 三 角 结 构 , 代 表 特 征 值 的 (wo ,PP),(oz,' 记 ),(as,0),(a ,0) 两 两 互 
异 , 代 表 特 征 值 虚 部 的 ,Bs 均 不 为 零 ; 控制 矩阵 拆 分 为 10 个 行 向 量 。 
系统 (3. 4. 64) 完 全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 : 


b! b; 
—b: bi bs bs 
rank 区 “区 一 4， mnk| » |-2 b; 0, bs 天 0 (3.4.65) 
—b, b; 


式 (3.4.65) 中 bi; 的 选取 和 分 组 原则 与 判别 系统 (3. 4. 63) 时 相同 ,这 里 是 针对 分 块 来 进行 。 
相应 的 证 明 同 样 可 以 借助 于 定理 3.4.3 给 出 。 

定常 线性 控制 系统 的 5 种 能 控 性 判 据 本 质 上 是 等 价 的 ,但 各 有 特点 。 和 矩阵 判 据 常 用 于 
理论 分 析 ; 秩 判 据 只 要 知道 系统 矩阵 和 控制 矩阵 就 可 判断 ,不 需要 对 系统 进行 预 处 理 和 先 
验 信息 ; 振 型 判 据 在 特征 值 即 振 型 已 知 的 前 提 下 ,简单 明了 ,在 基于 状态 空间 法 的 分 析 设 计 
中 应 用 最 广 ; PBH(Popov,Belecitch, Hutaus) 特 征 向 量 判 据 主要 用 于 线性 系统 的 复 频率 域 
分 析 ; Jordan 标准 型 判 据 由 于 系统 矩阵 的 特殊 结构 ,只 需 着 眼 于 控制 矩阵 有 关 各 行 的 相 
关 性 。 

回顾 3. 1 节 的 不 完全 能 控 电路 。 容 易 看 出 ,只 要 式 (3. 1. 1) 不 成 立 , 系 统 就 变 为 能 控 ,而 
现实 中 难以 做 到 (3. 1. 1) 精 确 成 立 , 因 此 ,实际 系统 几乎 总 是 能 控 的 。 实 际 上 ,在 能 控 与 否 的 
定性 问题 上 ,能 控 性 的 概念 主要 是 针对 外 部 信号 ( 设 定 值 \ 干 扰 输 入 ) 与 被 控 对 象 构成 的 扩张 
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被 控 对 象 或 说 扩张 状态 而 言 的 , 设 定 值 和 干扰 输入 本 身 显然 都 无 法 通过 控制 输入 来 改变 。 

同时 ,3. 1 节 的 不 完全 能 控 电 路 也 说 明 , 即 便 系统 不 能 控 的 几率 不 高 ,但 有 一 个 能 控 程 
度 的 问题 : 式 (3. 1. 1) 越 接近 成 立 ,能 控 程 度 就 越 低 。 

考虑 pXg 的 矩阵 Q , 设 pq, 且 0Q 行 满 秩 。 则 和 矩阵 OO7 是 p 阶 的 正定 矩阵 ,特征 值 
hs 三 …4 都 是 正 实数 。oi(Q) 一 Vii 称 为 矩阵 Q 的 奇异 值 。 最 小 的 奇异 值 越 接近 0， 
Q0" 越 接近 不 可 逆 , 和 矩阵 8 越 接近 于 行 线性 相关 。 为 了 计算 的 可 靠 性 ,还 要 同时 考虑 最 大 
的 奇异 值 。 

基于 奇异 值 的 概念 ,对 于 能 控 的 定常 系统 (3. 4. 1) 和 能 控 性 判别 矩阵 Qc (x) 或 Qc (py)， 
可 以 用 比值 m (COc)/c,(Oc) 来 衡量 能 控 程度 。 比 值 越 接近 0, 系 统 越 接 近 于 不 能 控 。 

回顾 式 (3.4. 33) ,状态 的 可 逆 变 换 虽 然 不 改变 系统 的 能 控 性 ,但 可 能 会 改变 能 控 的 
程度 。 


3.5 能 观测 性 的 一 般 概 念 


考虑 连续 的 阶 非 线性 时 变 控 制 系统 
XC2) = fx uD x) 三 [5  &] 
y(t) = gLx(t) ,ut) st] 

其 中 x(7) 为 状态 向 量 ,u(7) 为 控制 输入 向 量 ,y(7) 为 可 测 输出 向 量 ,to。 是 某 个 被 关注 的 时 刻 ， 
未 必 是 初始 时 刻 ,& ,… ,6, 为 未 知 常数 。 

状态 的 能 观测 性 问题 包括 以 下 几 条 。 

(1) 待 处 理 对 象 : x(to) ,包括 时 刻 to ,以 及 这 一 时 刻 的 未 知 常 值 状态 分 量 人 ，… ,6 。 

(2) 目标 : $$ 二? 即 要 求 确定 状态 在 空间 中 的 具体 位 置 ,而 且 必 须 是 唯一 解 。 

(39 工具 

@ 状态 方程 (3.2. 1) 的 结构 和 参数 ; 

@ 时 刻 4; 

@ 输入 u(t) 和 输出 y(7)。 

(4) 手段 : 选取 有 限时 刻 ty 记 to ,利用 w(t) ,y(t) ,tE [to ty) 求解 各 个 &。 

(5) 关键 : 能 够 求 得 & 的 条 件 是 什么 ? 

以 上 第 (5) 条 属于 能 观测 性 判别 条 件 或 方法 ; 总 结 以 上 的 (1) 一 (4), 有 如 下 的 状态 能 观 
测 性 定义 : 

定义 3.5.1 对 于 时 刻 和 这 一 时 刻 的 未 知 常 值 状态 分 量 和 ,…:,5 , 若 存 在 时 刻 ty 二 to， 
利用 输入 u(t) 和 输出 y(z) ,+E [La ,ty) 能 够 确定 各 个 和, 则 称 时 刻 的 状态 向 量 x(zo) 是 能 观 
测 的 。 

对 于 上 述 定义 ,有 以 下 几 点 解读 : 

@ x(to) 是 否 能 观测 和 时 刻 t。 有 关 , 即 相同 的 & 真实 值 .不 同 的 时 刻 i 可 能 导致 不 同 
的 能 观测 性 ; 

@ x(to) 是 否 能 观测 和 x(t ) 在 状态 空间 中 的 实际 位 置 有 关 , 即 不 同 的 真实 值 、 相 同 
的 时 刻 to 可 能 导致 不 同 的 能 观测 性 ; 

@ 确定 各 个 和 的 真实 值 需 要 时 间 区 间 [io .ty) 上 的 输入 wl) 输 出 y(z) ,不 会 在 to 瞬时 
完成 ,必然 是 个 时 间 过 程 ,是 用 时 间 来 换取 空间 位 置 的 定位 。 


63, 5D 
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@@ 与 能 控 性 类 似 , 能 观测 性 探讨 由 低 维 的 输入 和 输出 确定 高 维 状态 向 量 的 可 行 性 。 
研究 表明 ,对 于 时 变 系统 ,状态 能 观测 性 往往 和 时 刻 t。 有关; 对 于 非 线 性 系统 ,状态 能 
观测 性 通常 和 x(z ) 在 空间 中 的 实际 位 置 有 关 。 


3.6 时 变 控制 系统 的 能 观测 性 和 对 偶 原 理 


与 能 控 性 类 似 , 一 般 的 非 线 性 控制 系统 无 法 建立 状态 能 观测 的 统一 判别 条 件 。 本 节 针 
对 时 变 线性 控制 系统 讨论 状态 能 观测 性 问题 。 

考虑 n 阶 时 变 线性 控制 系统 

X(t) = ACDx(t) Bu xto) 一 [和 名 村 

y(t) = C(t)x(t) 个 ,人 未 
其 中 x(t) 为 状态 向 量 ,u(z) 为 控制 输入 向 量 ,m 是 某 个 被 关注 的 时 刻 , 未 必 是 初始 时 刻 , 状 态 
分 量 各，……6 为 未 知 常数 。 对 于 该 系统 ,有 如 下 定义 : 

定义 3.6.1 对 于 时 刻 和 这 一 时 刻 的 未 知 常 值 状态 分 量 5 ，… ,6,， 

(1) 若 存在 时 刻 ty 二 to ,利用 输入 wu(z) 和 输出 y(7) ,iE [zo ,ty) 能 够 唯一 确定 各 个 名, 则 
称 to 时刻 的 状态 向 量 x(1o) 是 能 观测 的 ; 

(2) 若 对 状态 分 量 5 ,…:',5 的 任意 未 知 实际 值 ,总 存在 时 刻 tj 二 to ,利用 输入 u(t) 和 输 
出 y(GO,tE[tatir) 能 够 唯一 确定 各 个 和, 则 称 在 t 时刻 状态 完全 能 观测 ,或 称 系统 在 xm 时 
刻 完全 能 观测 ,简称 系统 在 nm 时 刻 能 观测 。 

对 上 述 定 义 有 几 点 解读 : 

Q@ 对 于 时 变 系统 ,能 观测 性 概念 始终 依赖 具体 的 to 时刻 。to 取 值 的 改变 通常 会 带 来 能 
观测 性 的 改变 ; 

@ 定义 中 有 从 单个 状态 能 观测 到 全 体 状态 能 观测 的 过 渡 ; 

@ 与 能 控 性 类 似 ,定义 中 有 从 状态 能 观测 到 系统 能 观测 的 过 渡 。 同 样 ,其 合理 性 在 于 
状态 变量 可 以 用 来 代表 整个 系统 。 

因为 系统 状态 总 是 不 断 变 化 的 ,所 以 ,相对 于 单个 状态 能 观测 ,研究 全 体 状态 是 否 能 观 
测 , 即 系统 是 否 能 观测 显然 更 有 意义 。 

下 面 给 出 并 证 明 线 性 时 变 线性 控制 系统 (3. 6.1) 的 能 观测 性 判 据 ,并 给 出 证 明 。 为 避免 
复杂 的 数学 理论 ,这 里 假设 系统 (3. 6. 1) 中 4(z) 和 CC) 的 元 素 是 连续 (不 是 分 段 连续 ) 函数， 
于 是 系统 (3. 6. 1) 的 状态 响应 存在 且 唯 一 。 

对 于 时 变 线性 控制 系统 (3. 6. 1) 的 能 控 性 ,有 如 下 的 Gram 矩阵 判 据 : 

定理 3.6.1 时 变 线性 控制 系统 (3. 6.1) 在 to 时刻 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 有 
限时 刻 ty 二 ,使 得 如 下 的 Gram 矩阵 


W(to ,ty) = [rora.wer ew Bt,t0) dt 局 ,22 
如 


可 道 。 这 里 用 鲍 (z,zm ) 表 示 系 统 (3.6. 1) 的 状态 转移 矩阵 ; 与 定理 3. 3. 1 一 样 ,矩阵 的 积分 
就 是 每 个 元 素 分 别 积分 。 

证 明 : 已 知 存在 有 限时 刻 ty 记 to 使 得 矩阵 W(to .ty) 可 逆 , 往 证 to 时 刻 系 统 能 观测 。 回 
顾 2.6 节 的 内 容 , 时 变 系统 (3. 6. 1) 的 状态 响应 为 


x(t) = ®t,t0)x(to) +| ®t.)B(s) us)ds (3. 6. 3) 
如 
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结合 输出 方程 得 系统 (3. 6.1) 的 输出 响应 为 


y(t) = CD Br) + cD Bi) BC us) ds (3. 6.4) 
如 
输出 响应 第 一 项 为 初 态 x(io) 引 起 的 自由 响应 ,第 二 项 为 输入 w(t) 引起 的 强迫 响应 。 移 项 得 
y(0) 一 co)| BB us)ds 一 CC) ® (1,t0)x(10) .0 
如 


两 端 左 乘 和 矩阵 别 T(t,to)CT(1) ,并 对 +t 从 to 到 zj 积分 ,得 
| {(@B TCT OD Ly) -cw 


如 


Bs BG) us) ds]}d 


to 


-| [BT YCT CGH) ®B Cot0)xC10) Jdt 
1o 


={] eeer ce 到 Cd 
加 


=W(to ,tj)x(to) (3. 6.6) 
因为 W(to ,ty) 可 道 ,所 以 有 


x(10) =W- ‘ud (Br )CT (DLyC) 一 co)| B (5) BC us) ds])dt 


位 5 从 
于 是 由 we 和 y(z) 得 到 了 x(t) 的 唯一 解 。 这 样 的 构造 显然 对 任意 的 x(t) 都 适用 , 即 不 论 
x(to) 在 状态 空间 什么 位 置 ,都 可 以 这 样 构造 。 因 此 系统 在 to 时刻 能 观测 。 
已 知 系统 在 时 刻 能 观测 , 往 证 存在 有 限时 刻 ty 二 to 使 得 矩阵 Wo ,ty) 可 逆 。 只 需 证 
明 ,W(w ' 疾 ) 对 任意 六 之 z 不 可 逆 导 致 系统 在 to 时刻 不能 观测 。 
矩阵 多 (fp sty) 不可逆 ,根据 引 理 3. 3. 3, 存 在 非 零 向 量 有 使 得 W(to ,ti)h 二 0, 于 是 有 
0 一 ARTW(to ,th 


-化 [® TCT CG) Cd 
= [hT® TC CT CO ® sth]dt 


= [CO) ® Cst Oh [CG) ® Gt,t0)h]dt (3. 6. 8) 


C(DG (t,to)h 为 列 向 量 ,[CODB (stoO)h]T[CC)@B (t,to)h] 非 负 , 且 在 区 间 [io ,ty] 连 续 ( 因 
为 A(z) 和 CC) 连续 )。 由 引 理 3. 3. 1 和 引 理 3. 3. 2 得 
CH) Bt )h=0 (3. 6. 9) 
注意 到 C() (1,to)h 恰 为 系统 (3.6.1) 以 有 为 初 态 的 输出 的 自由 响应 。 
与 此 同时 ,以 零 向 量 为 初 态 的 输出 自由 响应 显然 也 为 零 。 再 者 ,两 种 情况 下 输入 w(t) 
引起 的 输出 的 强迫 响应 都 是 


coo| Bt,s)B(s)u(s)ds (3.6.10) 
加 


这 样 , 对 任意 六 之 5 ,在 Lu ,ty) 上 由 相同 的 w(t) 和 y(7) 就 得 到 了 x(w) 的 两 个 不 同 的 解 x(t ) 一 0 
和 x(to) 二 h 隆 0, 这样 就 无 法 唯一 确定 x(to) ,与 定义 3. 6. 1 的 两 条 都 不 符合 ,因此 系统 在 如 
时 刻 不 能 观测 。 证 明 完 成 。 
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定理 3. 6. 1 表明 : 在 判断 系统 t。 时刻 是 否 能 观测 的 定性 问题 上 ,并 不 涉及 输入 矩阵 
B(z) 和 输入 wu(z); 证 明 中 的 式 (3. 6.7) 表 明 : 车 系统 在 i 时 刻 能 观测 , 则 确定 x(t ) 的 定量 
问题 要 用 到 输入 wu(7)。 

与 时 变 控制 系统 的 能 控 性 Gram 矩阵 判 据 一样 ,能 观测 性 Gram 和 矩阵 判 据 由 于 ® (7 ,to) 
和 W(z ,ty) 难 以 求解 ,也 主要 用 于 理论 分 析 。 

观察 时 变 控制 系统 的 能 控 性 判别 矩阵 (3. 3. 2) 和 能 观测 性 判别 矩阵 (3. 6. 2) ,二 者 在 结 
构 上 具有 某 种 对 称 性 。 这 是 对 偶 系 统 和 对 偶 原 理 的 反映 。 


两 个 时 变 控制 系统 
X(t) = A(Dx(t) + Bu(t) 
(3.6.11) 
y(t) 一 CCDXCt) 
和 
E(t) 一 一 4T(t) 元 (t) 十 CTCD) nt) 
_ (3, 6. 12) 
y(t) = BT() x() 
称 为 是 对 偶 系 统 。 


系统 (3. 6. 11) 的 运动 是 从 时 刻 m 向 时 刻 t 的 转移 ; 而 系统 (3. 6. 12) 的 运动 是 从 时 刻 t 
向 时 刻 to 的 转移 。 

记 系 统 (3. 6. 11) 和 系统 (3. 6. 12) 的 状态 转移 矩阵 分 别 为 有 (t,to) 和 名 (1,to), 则 
Dt,to)=BT (to yt) 。 

若 系统 (3. 6. 11) 和 系统 (3. 6. 12) 简 化 为 定常 的 , 且 传 递 函 数 和 矩阵 分 别 为 G1(s) 和 
G(s), 则 Gs(s)= 一 GT (一 s)。 

系统 (3. 6. 11) 的 能 控 性 等 同 于 系统 (3. 6. 12) 的 能 观测 性 ; 系统 (3. 6. 11) 的 能 观测 性 等 
同 于 系统 (3. 6. 12) 的 能 控 性 。 对 照 定常 控制 系统 的 各 种 能 控 与 能 观测 判 据 , 这 一 点 将 尤为 
明显 。 

对 偶 现 象 实际 上 广泛 存在 ,如 电路 中 的 对 偶 现 象 ; 几何 学 中 两 点 确定 一 条 直线 、 两 条 直 
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本 节 给 出 定常 线性 控制 系统 能 观测 性 的 定义 和 5 种 判 据 , 与 3.4 节 的 定常 系统 的 能 控 
性 判 据 是 平行 的 。 由 于 证 明 方法 与 能 控 性 判 据 类 似 , 本 节 不 再 详 述 。 
考虑 n 阶 定常 线性 控制 系统 
X(2) = AxD HBul) x) = [8 … 六] 
y(t) = Cx() 
其 中 x(7) 为 状态 向 量 ,u(z) 为 控制 输入 向 量 ,t。 是 某 个 被 关注 的 时 刻 ,未 必 是 初始 时 刻 ,状态 
分 量 和 ,…:5 为 未 知 常 数 。 
与 针对 能 控 性 的 讨论 类 似 , 定 常 线性 系统 的 能 观测 性 与 时 刻 nm 的 取 值 无 关 , 因 而 只 需 
关注 未 知 状态 分 量 与 ,5 。 
对 于 定常 系统 (3.7.1) 有 如 下 的 能 观测 性 定义 : 
定义 3.7.1 对 于 to 时刻 的 未 知 常 值 状 态 分 量 ,…,&， 
(1) 车 存在 时 刻 ty 二 to ,利用 输入 wu(z) 和 输出 y(7) ,1E [t,ty) 能 够 唯一 确定 各 个 &, 则 


8 
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称 未 知 状态 向 量 x(t ) 是 能 观测 的 ; 

(2) 若 对 状态 分 量 汪 ,…: 和 的 任意 实际 值 ,总 存在 时 刻 女 过 z ,利用 输入 w(t) 和 输出 
?CODE [to sty) 能够 唯一 确定 各 个 名, 则 称 状态 完全 能 观测 ,或 称 系统 完全 能 观测 ,简称 系 
统 能 观测 。 

定理 3.7.1 (Gram 矩阵 判 据 ) 定 常 系统 (3.7. 1) 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 嫌 过 0， 
使 得 如 下 的 Gram 和 矩阵 


Wd = 下 [eCT Cew]dt (3.7.2) 
和 


可 逆 。 
对 于 定常 系统 ,Gram 矩阵 多 (z) 的 可 逆 性 取决 于 系统 矩阵 4 和 输出 矩阵 C ,形式 上 与 
妇 有 关 , 但 本 质 上 只 要 万 夫 0 即 可 。 
定理 3.7.2 ( 秩 判 据 ) 定 常 系统 (3.7.1) 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ,如 下 能 观测 性 判别 
和 矩阵 
让 
Qo(n) = Ce (3.7.3) 
GA 
列 满 秩 , 即 rankQo(n) 二 nn, 而 n 就 是 Qo(n) 的 列 数 。 
由 定理 3.7.2 可 以 证 明 , 状 态 的 可 逆 变换 不 改变 系统 的 能 观测 性 。 
对 于 多 输出 系统 ,能 观测 性 判别 矩阵 (3. 7. 3) 的 行 数 多 于 列 数 n。 当 系统 (3.7.1) 能 观 
测 时 , 称 使 得 


LG; 
Qolp) = (3 下 二 
CA 一: 

列 满 秩 的 最 小 整数 为 系统 的 能 观测 性 指数 。 对 于 能 观测 的 阶 单 输 出 系统 ,x 二 n。 这 一 
概念 可 用 于 多 输入 系统 的 分 析 和 设计 。 

设 系统 (3.7.1) 为 g 输出 ,rankC 一 * 私 加, 类似 于 能 控 性 指数 ,能 观测 性 指数 有 估计 式 
NM/g 委 / 魏 2 十 1 一 ~。 

定理 3.7.3 (PBH 秩 判 据 , 振 型 判 据 ) 定 常 系统 (3.7.1) 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ,对 
系统 矩阵 4 的 任意 特征 值 4, 有 


4 一 入 
rank| 上 n 但 .针对 
论 


定理 3.7.4 (PBH 特征 向 量 判 据 ) 定 常 系统 (3.7. 1) 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ,4 的 任 
意 特征 向 量 h 均 满足 Ch 隆 0。 

Jordan 标准 型 判 据 举 例 : 

【 例 3.7.1】 考虑 如 下 的 系统 矩阵 为 上 三 角 Jordan 型 矩阵 的 10 阶 定常 线性 控制 系统 
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Ea 
al Tl 

Xz 
Q2 Tz 
Tal as 1 Tal 
Ta as X32 
Ta Q4 Tl 

一 十 Bu 

421 Q4 1 Ta21 
a 工 422 
天 二 4 422 
和 a 1 0 ||za 

并 431 
。 Q4 1 Tas2 

并 432 
Q4 JL X433 

并 433 

y 了 一 [cl cs C3 xx Cu co * C3 * 关 ]x (3.7.6) 


其 中 ,特征 值 a1 ,as ,as ,as 两 两 互 异 ; 输出 矩阵 拆 分 为 10 个 列 向 量 。 

针对 系统 矩阵 的 上 三 角形 式 , 这 里 只 需 关 注 每 个 Jordan 块 第 一 列 所 对 应 的 输出 矩阵 的 
列 , 例 如 ,如 输出 矩阵 的 倒数 第 三 列 css 需要 列 出 ,因为 对 应 最 后 一 个 3 阶 Jordan 块 的 第 一 
列 即 系统 和 矩阵 的 倒数 第 三 列 。* 表示 的 列 不 影响 系统 的 能 观测 性 。 

根据 Jordan 标准 型 判 据 , 系统 (3. 7. 6) 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ,4 个 向 量 组 {ci 
{cz)、{cs)、{cuscw,c) 均 为 线性 无 关 ; 或 者 说 ,cl 、cs、cs 均 非 零 , 且 向 量 ca co cs 线性 
无 关 。 

进行 判别 时 ,和 输出 矩阵 中 对 应 同一 特征 值 的 列 归 入 同一 组 ,不 同 的 组 之 间 没 有 联系 。 

与 能 控 性 时 类 似 : 系统 能 观测 的 必要 条 件 之 一 ,是 输出 维 数 不 低 于 特征 值 的 几何 重 数 。 
几何 重 数 影响 能 观测 性 ,而 代数 重 数 未 必 。 

【 例 3.7.2】 考虑 如 下 的 系统 矩阵 为 实 Jordan 型 矩阵 的 10 阶 定常 线性 控制 系统 


zn | F 

， Ql Bi 1 0 ] 111 
Tu2 

一 有 a 0 112 
Tus a Bh X13 
114 ee Bi al AT114 
Zia al B X121 
= 十 Bu 

并 12 一 由 证 Tl22 
Za Q2 Bb 并 21 

—PB oz T22 
X22 

。 as Xs 

Xs | 

Q4 Ta 

za J 

了 一 [cc * ¥ C3 C Cs Ce cf Ce]x 站 


其 中 ,系统 矩阵 为 分 块 上 三 角 结 构 , 代 表 特 征 值 的 (a ,B),(as, 民 ),(a3,0),(as,0) 两 两 互 
异 ,代表 特 征 值 虚 部 的 B. ,让 均 不 为 零 ; 输出 矩阵 拆 分 为 10 个 列 向 量 。 
系统 (3.7.7) 完 全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 : 
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[2 的 因 i 返 
rank| , 9. ‘|=. rank| ; | de 全 ,五 荔 


一 各 六 一 机 而 WB By 
式 (3.7.8) 中 6c; 的 选取 和 分 组 原则 与 判别 系统 (3. 7. 6) 时 相同 ,这 里 是 针对 分 块 来 进行 。 

以 上 5 种 判 据 的 特点 和 应 用 场合 与 能 控 性 判 据 类 似 ,不 再 详 述 。 

回顾 3. 1 节 的 不 完全 能 观测 电路 ,只 要 式 (3. 1.2) 不 成 立 , 系 统 就 变 为 能 观测 ,而 现实 中 
难以 做 到 (3. 1. 2) 精 确 成 立 ,因此 ,实际 系统 几乎 总 是 能 观测 的 。 在 能 观测 与 否 的 定性 问题 
上 ,能 观测 性 的 概念 主要 是 针对 外 部 信号 与 被 控 对 象 构成 的 扩张 被 控 对 象 或 扩张 状态 的 。 
选取 哪些 信号 作为 输出 ,直接 关 平 扩张 被 控 对 象 的 能 观测 性 ,也 是 系统 设计 的 前 提 。 

同时 ,3.1 节 的 不 完全 能 观测 电路 也 说 明 , 即 便 系统 不 能 观测 的 几率 不 高 ,但 有 一 个 能 
观测 程度 的 问题 : 式 (3. 1. 2) 越 接近 成 立 , 能 观测 程度 就 越 低 。 可 以 用 能 观测 性 判别 矩阵 
@o(z) 或 0o(p) 的 最 小 和 最 大 奇异 值 的 比值 m (Oo)/c, (Oo) 来 量化 衡量 。 比 值 越 接近 零 , 系 
统 越 接近 于 不 能 观测 。 


3.8 能 观测 性 的 时 间 顺 序 

能 控 问题 是 选取 控制 输入 ,把 wo 时刻 的 已 知 状 态 x(io) 在 之 后 的 某 个 时 刻 tj 精确 转移 
到 指定 的 目标 状态 如 原点 ,从 时 间 角 度 看 是 “面向 未 来 "的 。 能 观测 问题 是 i。 时 刻 的 状态 
x(to) 未 知 , 要 利用 to 到 之 后 某 个 时 刻 ty 期 间 的 输入 和 输出 来 确定 x (zo), 从 时 间 角 度 看 是 
“回首 往事 ”, 因 为 时 刻 t 在 已 经 发 生 的 输入 和 输出 之 前 。 

确定 过 去 时 刻 t 的 状态 x(t ) ,不 能 说 没有 意义 ; 但 不 论 从 前 馈 控制 还 是 反馈 控制 的 角 
度 讲 ,确定 还 未 发 生 的 、 将 来 的 状态 显然 更 有 意义 , 且 意 义 重大 。 实 际 上 ,能 观测 性 概念 也 可 
以 做 到 “面向 未 来 ”, 即 确定 还 未 发 生 的 状态 , 见 如 下 的 能 观测 性 定义 。 

定义 3.8.1 对 于 未 来 时 刻 t。 和 这 一 时 刻 的 未 知 常 值 状态 分 量 4 ，… ,5， 

(1) 车 存在 时 刻 tj 二 to ,利用 输入 wo 和 输出 y(7) ,iE [iy,to) 能 够 唯一 确定 各 个 名 , 则 
称 to 时刻 的 状态 向 量 x(zo) 是 能 观测 的 ; 

(2) 若 对 状态 分 量 乌 ,…, 的 任意 实际 值 ,总 存在 时 刻 tj 二 to ,利用 输入 wu(z) 和 输出 
y(1) ,1E [tj sto) 能 够 唯一 确定 各 个 名 , 则 称 在 to 时 刻 状态 完全 能 观测 ,或 称 系统 在 1。 时刻 完 
全 能 观测 ,简称 系统 在 to。 时刻 能 观测 。 

初学 者 可 能 难以 理解 i;/ 二 to ,原因 在 于 认为 to。 是 “初始 "时刻 。 根 据 2. 1 节 的 讨论 ,初始 
时 刻 是 相对 的 ,并 不 是 一 个 绝对 的 、 前 无 十 人 的 时 刻 。 


由 高 等 数学 知识 ,| (Dd 一 一 /CODdr, 即 交换 积分 的 上 下 限 会 导致 积分 值 反 号 。 根 


据 这 一 结果 ,对 于 时 变 线性 控制 系统 (3. 6. 1) ,为 了 判别 定义 3. 8. 1 所 说 的 能 观测 性 ,只 需 
定理 3.6. 1 的 Gram 矩阵 定义 中 交换 积分 上 下 限 i。 和 ty, 而 这 显然 不 会 改变 Gram 矩阵 的 
可 道 性 。 

至 此 可 以 看 出 ,能 观测 性 定义 3. 8. 1 虽然 在 时 间 顺 序 上 与 定义 3. 6. 1 相反 ,但 判别 方法 
却 完 全 一 样 。 而 前 者 , 即 定义 3. 8.1, 愉 为 服务 于 应 用 的 状态 获取 方法 提供 了 必要 的 理论 支 
撑 , 是 能 观测 性 概念 的 初衷 。 

定义 3. 8.1 所 说 的 能 观测 性 ,有 时 也 被 称 为 能 检测 性 。 同 时 ,能 检测 性 在 自动 控制 中 也 
有 其 他 不 同 的 含义 。 
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3.9 ”能 控 标准 型 和 能 观测 标准 型 
对 于 能 控 或 者 能 观测 的 定常 线性 控制 系统 ,可 以 根据 能 控 性 或 能 观测 性 判别 矩阵 构造 
一 个 可 逆 抢 阵 , 再 由 这 个 矩阵 构造 状态 的 可 逆 变 换 , 把 系统 的 状态 空间 描述 等 价 变换 为 能 控 
或 能 观测 系统 所 特有 的 标准 形式 , 即 通常 所 说 的 能 控 标 准 型 或 能 观测 标准 型 。 这 两 种 标准 
型 可 分 别 用 于 设计 状态 反馈 和 状态 观测 器 。 
另 一 方面 ,标准 型 在 现代 控制 理论 早期 是 系统 分 析 和 设计 的 重要 工具 。 但 由 于 获取 标 
准 型 涉及 系统 参数 年 阵 的 变换 ,因此 ,需要 考虑 和 评估 系统 物理 参数 摄 动 与 变换 相 番 加 的 效 
应 。 尤 其 对 于 高 阶 系统 ,变换 可 能 会 导致 较为 严重 的 计算 可 靠 性 问题 。 
不 论 能 控 标 准 型 或 能 观测 标准 型 ,也 不 论 单 输入 多 输入 或 单 输出 多 输出 ,都 有 第 一 标准 
型 和 第 二 标准 型 的 区 分 。 
本 节 重 点 讨论 应 用 相对 较 多 的 . 单 输 入 系统 的 第 二 能 控 标准 型 和 单 输出 系统 的 第 二 能 
观测 标准 型 。 
考虑 n 阶 单 输入 能 控 系 统 
X(t) = Ax(t) + bult) 
y(t) = Cx (1) 
定理 3.9.1 系统 (3.9.1) 可 以 通过 状态 的 可 道 变 换 z(1) 二 Pz(i) 化 为 如 下 的 能 控 标 
准 型 


(3.9.1) 


(1) =AX() + bult) 


0 和 0 
一 | ” 质 十 u(t) 
0 1 
一 而 一 本 ™™ —ti 1 
y(t) =Cx() 信和 动 


证 明 : 核心 是 找到 变换 矩阵 已 。 根 据 线性 控制 系统 状态 可 逆 变 换 的 知识 ,系统 (3.9.1) 
和 系统 (3. 9. 2) 中 参数 矩阵 之 间 有 关系 式 
A=PAP™ B=Ph, C=iCP™ (3. 9. 3) 
这 里 要 求 A,5 为 特定 结构 ,4 是 伴侣 矩阵 。 对 输出 矩阵 C 没有 特别 要 求 。 
把 变换 矩阵 了 按照 行进 行 剖 分 , 即 令 


pi 
Po eg (3.9.4) 
局 
由 人 4 一 P4AP-:! 得 
PA=AP (3.9.5) 


利用 A 和 P 的 结构 计算 得 
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pi pA 
BR | 本 
pa pA 
0 1 pi pb: 
AP = 日 . Pp: ee 了 3 
0 1 
一 as 一 4 an-1 dl pn 入 


联 立 式 (3.9.5) 一 (3.9.7) ,得 
Pa 一 Pi4A 
p= pA= pA’ 


Pu 一 pA= pA 
代入 式 (3.9.4) 得 


再 由 8 一 P ,用 5 和 PP 的 结构 计算 得 

0 pi pib 
14 1Ab 
Pp i | 


1 piA”™! DA 了 
所 以 

pb=0,pAb 一 0,… pi4" 0 一 1 
由 式 (3. 9. 11) 得 


plb Ab … 40 一 [0 … 0 1] 
因为 系统 (3. 9.1) 能 控 , 所 以 其 能 控 性 判别 矩阵 
Qelm) 一 [ Ab … 4 所 
的 秩 是 ,注意 到 该 矩阵 是 方 阵 , 所 以 可 逆 。 于 是 有 
六 一 [0 … 0 ][L Ab … 405] 


全 ,和 大 


(人 ,和 人 


3. BD 


(3. %.9) 


(3.9.10) 


(3.9.119 


(3 9, 12) 


(3.9.13) 


(3.9.14) 


根据 矩阵 和 向 量 的 乘法 法 则 , 户 就 是 矩阵 Qa1(n) 的 最 后 一 行 ,与 Qa1(n) 的 其 他 各 行 无 关 。 
把 式 (3.9.14) 代 人 式 (3. 9.9) ,就 得 到 变换 矩阵 P, 进 而 通过 式 (3. 9. 3) 计 算得 到 C 和 伴 


但 和 矩阵 A 的 最 后 一 行 。 证 明 完成 。 


根据 上 述 证 明 过 程 ,把 单 输入 系统 (3. 9. 1) 通 过 状态 的 可 首 变 换 x (7) 二 Px(z) 化 为 形 如 


式 (3. 9.2) 的 能 控 标 准 型 ,可 参照 以 下 步骤 进行 : 
(1) 计算 能 控 性 判别 矩阵 Qc 二 [b Ab … A"'b]。 


(2) 计算 rankQc。 若 rankQc 一 ,进行 下 一 步 ; 否则 ,不 存在 能 控 标 准 型 ,计算 终止 。 
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(3) 按照 式 (3. 9. 14) 计 算得 pi。 

(4) 按照 式 (3. 9.9) 计 算得 变换 矩阵 P。 

《5 计算 下 一 3 

(6) 按照 式 (3. 9. 3) 计 算得 C 和 伴侣 矩阵 4 的 最 后 一 行 。 

在 定理 3. 9. 1 中 ,把 系统 (3. 9. 1) 化 为 能 控 标 准 型 的 变换 矩阵 已 ,也 可 按照 以 下 方法 


构造 
L 
B=[A"ip ... Ab b] ji 
ai i 1 
P=P-! (3. 9.15) 
相关 证 明 可 利用 
A=PAP"'=P'APSOPA = AP,b=Pb =P'bOPE =b (3. 9.16) 


还 要 用 到 Caley-Hamilton 定理 。 
与 前 一 种 方法 相 比 ,这 里 需要 额外 计算 系统 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
det(s 开 一 4) 一 史 十 as 十 … 十 as 十 ao C3 17 
但 优点 是 可 以 直接 得 到 伴侣 矩阵 A 的 最 后 一 行 。 
初学 者 可 能 会 有 这 样 的 观点 : 既然 能 控 标 准 型 中 4 的 最 后 一 行 对 应 A 的 特征 多 项 式 系 
数 ,b 仅 由 0 和 1 组 成 ,那么 根据 特征 多 项 式 (3. 9. 17) 直 接 就 得 到 系统 (3. 9. 1) 的 能 控 标准 
型 的 状态 方程 , 即 只 需 计 算 A 的 特征 多 项 式 。 这 样 处 理 的 前 提 , 是 系统 (3. 9. 1) 必 须 能 控 。 
下 面 看 两 个 反例 。 
【 例 3.9.1】 设 系 统 (3.9.1) 中 A 二 E;, 按 照 秩 判 据 ,这 样 的 系统 对 于 任何 列 向 量 5 都 
不 能 控 。A 二 E, 的 特征 多 项 式 为 (一 1) 一 中 一 3 十 3s 一 1。 根 据 上 述 思 路 得 到 
@ 1 人 i 0 
= | 0 1 0 
1 一 3 3 1 
状态 可 道 变换 前 后 的 系统 矩阵 是 相似 的 。 根 据 线性 代数 知识 ,但 单位 矩阵 只 可 能 和 自身 相 
似 , 不 可 能 相似 于 伴侣 和 矩阵 。 
【 例 3.9.2】 设 系统 (3.9.1) 中 A 二 0;x; ,按照 秩 判 据 , 此 时 系统 对 于 任何 列 向 量 b 都 不 
能 控 。 但 由 A 二 0;x 的 特征 多 项 式 * 根据 上 述 思路 却 得 到 


0 1 0 0 
0 0 1lx+|0lu (3.9.19》 


0 0 0 浊 
而 零 矩 阵 也 不 可 能 相似 于 3 阶 Jordan, 即 式 (3.9. 19) 中 的 伴侣 矩阵 。 
考虑 n 阶 单 输出 能 观测 系统 
X(t) = Ax(t) + Buli) 
y(t) = cx) (3. 9. 20) 
定理 3.9.2 系统 (3.9.20) 可 以 通过 状态 的 可 道 变 换 x (1) 二 T 7'x(z) 化 为 如 下 的 能 观 


十 u (3. 9.18) 


总 一 
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测 标准 型 
F(t) =Ax(t) + Bult) 
0 … 0 一 om 
| w= Es 
一 中 x 二 Bult) 
1 一 名 
WN CF = ww 下 了 认 


系 式 
A=T'AT, b=T'b, c=¢0t 
这 里 要 求 A 是 伴侣 矩阵 的 转 置 ,对 输入 和 矩阵 B 没有 特别 要 求 。 
把 待定 的 变换 矩阵 了 进行 列 剖 分 , 即 令 


T= TW “ Wl 
由 A=T-!14T 得 
AT= TA 
利用 A 和 T 的 结构 计算 得 
AT =A[T, TB % TJ]=[AT AT: » AT,] 
0 a 0 0 
1 “wy 
TA =[T, Te … 1,] ° 
1 an-l 
一 [人 ' x*] 


联 立 式 (3. 9. 24) 一 (3. 9. 26) ,得 
Ts = ATi,T; = AT: = A’:Ti,*%,T, = A™ TT 
代入 式 (3. 9.23) 得 


T=[T AT … A"™T] 
青 由 c 二 cT 得 ,用 c 和 TT 的 结构 计算 得 
[0 … 0 1]=e[T, AT, ™“: A"™'T] 


所 以 
Ty = 06MAT; = ,076M Dy = 1 
由 式 (3.9. 30) 得 


C 0 

cA 0 
T= 

2 了 


因为 系统 (3. 9. 2) 能 观测 ,所 以 其 能 观测 性 判别 矩阵 


(3; 9.21) 
证 明 : 利用 A,c 来 构造 变换 和 矩阵。 系统 (3. 9. 20) 和 系统 (3. 9. 21) 中 参数 矩阵 满足 关 


(3. 9. 22) 


(3. 


(3, 


(3. 


(3, 


(3, 


(3. 


(3. 


[ip 网 


(3. 


AW 


9. 


9 


0, 


9. 


9 


9. 


9 


23) 


24) 


25) 


.29) 


30) 


-13 
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站 
cA 


Qo(n) = 。 (3, 9. 32) 
cA" 一 ! 
的 秩 是 2 同时 该 矩阵 是 方 阵 , 所 以 可 道 。 于 是 有 
属于 交 
cA 0 
Wy = (3. 9..33) 
wa 1 


所 以 TT 就 是 Qo(n) 阵 的 最 后 一 列 。 


把 式 (3.9.33) 代 入 式 (3. 9. 28) ,就 得 到 变换 矩阵 T, 进 而 通过 式 (3. 9. 22) 计 算得 到 和 
A 的 最 后 一 列 。 证 明 完 成 。 
根据 上 述 证 明 过 程 ,把 单 输 出 系统 (3. 9. 20) 通 过 状态 的 可 道 变 换 x (7) 二 TT'x(z) 化 为 
形 如 (3.9. 21) 的 能 观测 标准 型 ,可 参照 以 下 步骤 进行 : 
C 
CA 
Oa 计算 能 控 性 判别 矩阵 Qo = 
cA"! 
@ 计算 rankQo。 若 rankQOo 一 7” 进行 下 一 步 ; 否则 ,不 存在 能 观测 标准 型 ,计算 终止 。 
@ 按照 式 (3.9.33) 计 算得 T。 
@ 按照 式 (3.9.28) 计 算得 变换 矩阵 T。 
@@ 计算 T-'。 
@ 按照 式 (3.9.22) 计 算得 和 4 的 最 后 一 列 。 
在 定理 3.9.2 中 ,把 系统 (3. 9. 20) 化 为 能 观测 标准 型 的 变换 矩阵 T, 也 可 按照 以 下 方法 
构造 : 


1 加 面 cA 
示 二 : 
Qn-1 cA 
i 有 
T=7T™ (3. 9. 34) 
相关 证 明 可 利用 
A=TAT "OT =—AT,t = "T= (3. 9.35) 


以 及 Caley-Hamilton 定理 完成 。 
类 似 于 能 控 标 准 型 的 情形 ,这 里 需要 额外 计算 系统 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
det(s 一 4) 一 于 十 as 十 十 as 十 ao (3. 9. 36) 


3.10 传递 函数 矩阵 与 能 控 能 观测 


根据 第 1 章 的 相关 内 容 , 由 系统 的 状态 空间 描述 可 以 得 到 系统 的 传递 函数 矩阵 。 那 么 
同样 作为 系统 的 模型 表达 ,二 者 之 间 是 否 等 价 ? 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 ,与 传递 函数 矩阵 
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由 什么 关联 ? 这 是 本 节 要 讨论 的 问题 。 

本 节 的 核心 概念 是 零 极 相 消 , 即 传递 函数 矩阵 的 零点 和 极点 因 重 合 而 形成 对 消 ,而 传递 
函数 矩阵 的 零点 ,是 指 其 分 子 矩 阵 各 个 元 素 的 非常 数 公 因 式 的 根 。 

对 系统 进行 状态 的 可 逆 变 换 , 不 会 改变 系统 的 传递 函数 ,因而 不 会 改变 系统 的 零点 和 极 
点 ; 同时 ,也 不 会 改变 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 。 因 此 这 里 基于 系统 矩阵 为 对 角 标 准 型 和 
Jordan 标准 型 进行 讨论 。 

1. 单 输入 - 单 输出 系统 的 零 极 相 消 

分 4 种 情况 进行 讨论 。 

1) 在 c(sE 一 A)-'b 中 的 零 极 相 消 


考虑 状态 空间 描述 
a b 
Ws | | 
[要 b, 


yt) 一 [ce … cjx(t) (3. 10. 1) 
其 中 ai,…,a, 两 两 互 异 , 即 几何 重 数 都 是 1。 根 据 Jordan 标准 型 判 据 可 知 ,该 系统 能 控 的 
充分 必要 条 件 是 所 有 的 六 ,…,b, 非 零 ,能 观测 的 充分 必要 条 件 是 所 有 的 cy,…,c, 非 零 。 
系统 (3. 10.1) 对 应 的 传递 函数 是 
aibi aibs 


g(s)) =c(sE—A)'b (3. 10. 2) 


| 一 人 

如 果 g(s) 中 有 零 极 相 消 ,比如 极点 ai 被 零点 对 消 , 则 w 对 应 的 分 式 a1b1/(s 一 a1) 不 会 在 
g(5) 中 出 现 , 这 等 价 于 aib1 二 0, 即 a 和 至少 有 一 个 为 零 。 于 是 ,系统 (3. 10. 1) 要 么 不 能 
控 , 要 么 不 能 观测 ,或 者 既 不 能 控 , 又 不 能 观测 。 于 是 得 出 结论 : 系统 既 能 控 又 能 观测 的 充 
分 必要 条 件 是 ,传递 函数 中 没有 零 极 相 消 。 


Xx(1) = 


再 考虑 状态 空间 描述 
a 1 0 bi 
a 1 bs 
X(t) = x(t) 十 u 
aa bs 
az bs 
y(t)=[a ca ca czxz(t 《32310583 


其 中 w 天 az ,几何 重 数 都 是 1。 根据 Jordan 标准 型 判 据 可 知 ,该 系统 能 控 的 充分 必要 条 件 是 
久 天 0,0 天 0, 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ci 隆 0,cs 隆 0。 
系统 (3. 10. 3) 对 应 的 传递 函数 是 


EF bict bacs 十 baca | bacs + bacs bac 
2 和 一 如 (Gs—a)’ 十 入 i 


i (3. 10. 4) 
a 


没有 零 极 相 消 的 充分 必要 条 件 是 bc 天 0 和 bcs 了 0。 因 此 ,系统 (3.10.3) 既 能 控 又 能 观测 
的 充分 必要 条 件 ,依然 是 其 传递 函数 没有 零 极 相 消 。 

根据 Jordan 标准 型 判 据 ,对 于 单 输入 - 单 输出 系统 ,车 特征 值 的 几何 重 数 大 于 1, 则 系统 
既 不 能 控 又 不 能 观测 。 因 此 ,以 上 两 个 例子 限制 特征 值 的 几何 重 数 为 1。 

车 在 c (sE 一 A)“'b 中 发 生 零 极 相 消 , 则 相当 于 对 消 的 零点 堵塞 了 输入 到 输出 的 某 种 对 
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应 状态 信息 的 传输 通道 ,该 零点 称 为 输入 -输出 解 耦 零点 ,或 传输 零点 ,即使 得 
soE,—A b 
rank| 上 Eat La WW 
c 0 
的 so。 
2) 在 预 解 矩 阵 (sE 一 A)”! 中 的 零 极 相 消 
出 于 
mAy-!1 _ adj(sE —A) 
(sE—A)™" = CR (3. 10. 6) 


根据 线性 代数 知识 , 若 分子 矩 阵 adj(sE 一 A) 的 各 个 元 素 有 非常 数 的 公 因 式 , 则 这 个 公 因 式 
必然 也 在 特征 多 项 式 det(sE 一 A) 中 出 现 ,从 而 发 生 对 消 。 

设 公 因 式 完全 对 消 后 
P(s) 
多 CS) 
其 中 %(s) 是 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 ,其 次 数 小 于 等 于 4 的 特征 多 项 式 的 次 数 。 次 数 相等 时 ， 
最 小 多 项 式 就 是 特征 多 项 式 。 

若 %s) 的 次 数 小 于 特征 多 项 式 的 次 数 , 则 等 价 于 和 矩阵 4 有 几何 重 数 大 于 1 的 特征 值 出 
现 , 即 一 个 特征 值 对 应 多 个 Jordan 块 。 这 种 情况 下 ,根据 Jordan 标准 型 判 据 , 单 输入 - 单 输 
出 系统 必然 既 不 能 控 又 不 能 观测 。 

3) 在 (sE 一 4) 'b 中 的 零 极 相 消 

函数 和 矩阵 (sE 一 A)“'b 表示 从 输入 到 状态 向 量 的 传递 函数 矩阵。 能 控 性 由 系统 矩阵 A 
和 控制 向 量 b 决定 。 直 观 地 看 ,(sE 一 A)“'b 中 的 零 极 相 消 会 与 能 控 性 有 关 ，。 

对 于 系统 (3.10.1), 有 


(sE—A)"!= 3 0D 


L bi 

Ss—al bl 

(GE—A)'b = 和 | 3 
1 


S—an 一 
系统 (3. 10. 1) 不 能 控 的 充分 必要 条 件 是 某 个 5;。 比 如 b 为 零 , 这 样 ,在 (sE 一 4)-1b 中 就 没 
有 对 应 的 项 51/(s 一 a1), 即 极点 ai 被 零点 对 消 。 

对 于 系统 (3. 10. 3), 有 


= 3 (3.10. 8) 


bi bs, bs 
5 一 ai 二 人 人 和 三 二 二 
Do bs 
Ss—ai (s—a)’ 
(sE—A)''b= 人 《3. 10. 9) 
Wy 
bs 
5— us 
系统 (3. 10. 3) 不 能 控 的 充分 必要 条 件 是 5 二 0 或 5 二 0。 若 二 0, 则 在 (sE 一 A)-'b 中 就 不 
会 有 bs/(s 一 a1)* 项 ,这 样 ,三 重 极 点 ai 被 消去 一 重 。 若 还 有 bs 一 0, 则 ai 被 消去 两 重 。 


第 3 章 ”线性 控制 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 ”85 


因此 , 单 输入 系统 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,在 CS 下 一 4) :2 中 没有 零 极 相 消 。 

车 在 (sE 一 A) 'b 中 发 生 零 极 相 消 , 则 相当 于 对 消 的 零点 堵塞 了 输入 到 某 种 对 应 状态 
信息 的 传输 通道 ,该 零点 称 为 输入 解 耦 零点 ,即使 得 

rank[soE,—A,.b|]<~n C3 10. 109 

的 so。 

4) 在 c (sE 一 A)"! 中 的 零 极 相 消 

函数 矩阵 ec (sE 一 4)“! 是 从 初始 状态 到 输出 的 传递 函数 和 矩阵。 与 3) 的 情形 相对 偶 , 可 
得 以 下 结论 : 单 输出 系统 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ,在 ec (: 正 一 4) -中 没有 零 极 相 消 。 

若 在 ec (sE 一 A) ! 中 发 生 零 极 相 消 , 则 相当 于 对 消 的 零点 堵塞 了 与 之 对 应 的 状态 信息 
传 向 输出 的 通道 ,该 零点 称 为 输出 解 契 零 点 ,即使 得 


一 六 
rank <n ‘10.. 117 


的 so。 
传输 零点 .输入 解 耦 零点 和 输出 解 耦 零点 的 概念 及 含义 也 适用 于 多 输入 -多 输出 系统 。 
2. 多 输入 -多 输出 系统 的 零 极 相 消 
首先 看 一 个 例子 。 考 虑 系统 


1 3 2 0 1 
x(t)=|0 4 s+ oo 
| 1 0 
1 0 0 
y(t) = | ko Cs.105 129 
| 
能 控 性 判别 矩阵 
DT 多 
Qec=[B AB “ml 0 2 -| Ca 10. 188 
1 i 1 
能 观测 性 判别 矩阵 
c 1 0 0 
0 0 1 
“ll- a (3. 10. 14) 
oA: 
因此 该 系统 既 能 控 又 能 观测 。 
再 看 传递 函数 矩阵 。 
det(sE—A) = (s—1)’(s—4) Ka 0 TB 
(s—1)(s—4) 3(s—1) 2(s—1) 
adj(s 五 一 4) = 0 (s—1) 2(s—1) (3.10.16) 
0 0 (s—1)(s—4) 


伴随 矩阵 各 个 元 素 有 公 因 式 (s 一 1) , 且 与 特征 多 项 式 形成 对 消 。 
这 个 例子 表明 ,即便 存在 零 极 相 消 , 多 输入 -多 输出 系统 仍 可 能 既 能 控 又 能 观测 。 
传递 函数 矩阵 没有 零 极 相 消 , 是 多 输入 -多 输出 系统 既 能 控 又 能 观测 的 充分 但 不 必要 


86 ”现代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 


条 件 。 必 要 性 不 成 立 的 原因 是 ,系统 矩阵 出 现 了 几何 重 数 大 于 1 的 特征 值 。 若 所 有 的 特征 
值 几 何 重 数 都 是 1, 即 每 个 特征 值 只 对 应 一 个 Jordan 块 , 则 必要 性 成 立 , 即 判别 准则 和 单 输 
和 人- 单 输出 系统 完全 一 致 。 

传递 函数 矩阵 的 零 极 相 消 必然 改变 系统 阶 次 。 本 节 内 容 说 明 , 同 样 作 为 描述 系统 的 工 
具 , 传 递 函 数 和 矩阵 相对 于 状态 空间 描述 是 有 欠缺 的 。 这 一 点 ,在 下 一 节 会 看 得 更 加 明确 。 


3.11 线性 定常 控制 系统 的 结构 分 解 


根据 系统 能 控 性 和 能 观测 性 的 定义 ,系统 不 能 控 是 指 状态 变量 不 完全 能 控 , 系 统 不 能 观 
测 是 指 状态 变量 不 完全 能 观测 。 实 际 上 ,只 要 系统 有 控制 输入 和 可 测 输出 ,就 一 定 存在 某 些 
能 控 的 状态 变量 和 能 观测 的 状态 变量 。 

本 节 以 系统 状态 的 可 逆 变 换 为 工具 ,讨论 把 系统 的 状态 变量 按照 能 控 与 否 、 能 观测 与 否 
进行 分 类 ,建立 能 控 子 系统 和 不 能 控 子 系统 、 能 观测 子 系统 和 不 能 观测 子 系统 。 这 样 处 理 的 
一 个 直接 结果 ,是 清晰 表明 了 能 控 能 观测 与 传递 函数 矩阵 的 关系 。 为 了 简化 叙述 ,这 里 仅 对 
定常 情形 进行 讨论 。 

1. 能 控 性 结构 分 解 

考虑 不 能 控 的 多 输入 -多 输出 n 阶 控制 系统 

X(t) = Ax(1) Bult) 
y(t) = Cx(t) [| 
能 控 性 判别 矩阵 
Qc=[LB AB … A"'B] 二 
则 必 有 rankQc 王 mw 二 n。 在 Qc 的 各 个 列 向 量 中 选取 一 个 极 大 无 关 组 ,或 与 这 个 无 关 组 等 价 
的 任意 一 个 向 量 组 {gq i } ,在 此 基础 上 添加 一 m 个 向 量 Gn +1 "gn ,构成 n 维 向 量 
空间 的 一 组 基底 。 记 
0= [0 0 P=0" (ll 
引入 状态 的 可 道 变换 x (1) 二 Px (7), 则 可 得 到 


| | W(t) + 区 
s(t) 0 Az |x,(1) 0 


y(2) =[G, el | Ca, 1 
xX2 (1) 
或 
KE1(t) = Auxi lt) + Arwx, lt) + Biult) (3. 11.5) 
Ev = Mi 3, 
y(t) = GR) + Cx t) 入 于 网 
其 中 ， 
rank[B! AuB: * A" Bi]=n 纺 型 , 秀 


FE (是 思维 的 完全 能 控 的 子 状 态 向 量 ,zs(z) 是 2” 一半 维 的 完全 不 能 控 的 子 状态 向 量 。 证 
明 要 用 到 PP 的 行 剖 分 .PO 王 羽 , 以 及 Caley-Hamilton 定理 ,这 里 从 略 。 
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对 于 分 解 式 (3. 11. 4) 或 式 (3. 11. 5) 一 (3. 11.7) ,有 以 下 几 点 解读 : 
(1) 根据 式 (3. 11. 8) ,容易 理解 子 系统 
1(t) = Auxi l(t) + Biult) (3. 11. 9 
是 能 控 的 ,或 说 x1(7) 完 全 能 控 ; 但 为 什么 增加 Aisxs() 后 的 子 系统 (3. 11.5) 也 能 控 呢 ? 

回顾 定理 3. 3. 1 中 uw(z) 的 构造 。 子 系统 (3. 11.5) 的 状态 向 量 为 x1(1) ,Aisxs(1) 是 该 系 

统 的 一 个 输入 , 且 引 起 的 响应 

下 全 (有喜 (本 本 (3.11.10) 
是 固定 的 向 量 。 只 要 在 构造 uD 时 把 式 (3 11.10) 和 初 态 x(to) 一 起 考虑 ,并 不 会 影响 wb 
的 存在 性 。 

(2) 式 (3. 11.6) 表 明 ,u(z) 既 不 能 直接 影响 (1) (因为 被 式 (3. 11. 4) 中 输入 矩阵 的 零 
块 阻 断 ) ,也 不 能 通过 影响 xX,(7) 来 间接 影响 , (1) (因为 被 式 (3. 11. 4) 中 系统 矩阵 的 零 块 阻 
断 ) ,因而 xs (1 成 为 完全 不 能 控 的 子 状 态 。 

这 里 面 蕴含 了 这 样 一 个 基本 思路 : 一 个 状态 变量 x;(1) 之 所 以 能 控 , 有 两 种 情况 : 一 种 
是 其 变化 率 x ;(t) 受 到 w(t) 的 直接 影响 , 另 一 种 是 x ;(z) 受 到 另 一 个 能 控 状 态 变量 x; (+) 的 直 
接 影响 ,或 者 说 ,xX;() 受 到 wo) 的 间接 影响 。 

式 (3. 11. 4) 中 参数 矩阵 的 两 个 零 块 , 正 是 结构 分 解 所 要 得 到 的 。 

(3) 基于 式 (3. 11.4) 计 算 传递 函数 和 矩阵: 


ae ll bs] 
We ol a 1[] 


(sE, —Aun)™! * B 
=[C: C:] | "| 
0 (Cs 一 一 入 zs) 一 


=C(sE, 一 4 人 0) 一 有 (311 11) 
所 以 ,整个 系统 的 传递 函数 矩阵 也 就 是 能 控 子 系统 中 输入 u(z) 到 输出 yy (1) 的 传递 函数 和 矩阵， 
与 不 能 控 子 系统 (3. 11. 6) 毫 无 关系 。 这 说 明 ,传递 函数 矩阵 无 法 反映 系统 中 不 能 控 的 部 分 。 
2. 能 观测 性 结构 分 解 
考虑 不 能 观测 的 多 输入 -多 输出 n 阶 控制 系统 
X(t) = Ax(t) + Bult) 


y(GD = Cx() CS.11.18) 
能 控 性 判别 矩阵 
到 
CA 
=| ， (3.11.13) 
CA 


则 必 有 rankQo 王 mm 二 n。 在 Qo 的 各 个 行 向 量 中 选取 一 个 极 大 无 关 组 ,或 与 这 个 无 关 组 等 价 
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的 任意 一 个 向 量 组 (六 ,…,h, 上 在 此 基础 上 添加 ?一 六 个 向 量 有 +1，…,h, ,构成 n 维 向 量 
空间 的 一 组 基底 。 记 
h 


刺 = | 高 (| 


引入 状态 的 可 道 变 换 x(7) 二 Fx(z) , 则 可 得 到 


1(1) A 0 XxX1(1) 有 
-| | +| [ze 
xX2(t) 42 Azs | x, (i) 也， 


XICt) 
y(t) =[G 0] (3.11.15) 
xX2 (1) 
或 
KF1(t) = Anxilt) + Bult) 
_ N11 
y(1) = Cixi(t) 
Ealt) 一 Azuxi(t) + Azxs (1) + Boult) L911. 1 
其 中 ， 
蔬 
CA 
rankQo = 。 |= C3 11..18) 
CA 


x1() 是 nm 维 的 完全 能 观测 的 子 状态 向 量 ,xs (4) 是 n 一 m 维 的 完全 不 能 观测 的 子 状态 向 
量 。 证 明 从 略 。 

对 于 分 解 式 (3. 11. 15) 或 式 (3. 11. 16) ` 式 (3.11.17) ,有 以 下 几 点 解读 ， 

(1) 根据 式 (3. 11. 18) , 子 系统 (3. 11. 16) 是 能 观测 的 。 

(2) 式 (3.11.17) 表 明 ,x,(1) 既 不 直接 出 现在 输出 yCz) 中 (因为 被 式 (3. 11. 15) 中 输出 
矩阵 的 零 块 阻 断 ) ,也 不 能 通过 影响 (iD 来 间接 出 现在 输出 y(z) 中 (因为 被 式 (3. 11. 15) 中 
系统 矩阵 的 零 块 阻 断 ) ,因而 xz (7) 成 为 完全 不 能 观测 的 子 状态 。 

一 个 状态 变量 x;(z) 之 所 以 能 观测 ,有 两 种 情况 : 一 种 是 其 本 身 为 输出 变量 , 另 一 种 是 
xi(1) 直接 或 间接 影响 了 某 个 输出 变量 的 变化 率 , 或 者 说 ,“ 隐 身 于 "输出 变量 之 中 。 

式 (3.11.15) 中 参数 矩阵 的 两 个 零 块 , 正 是 结构 分 解 的 目标 。 

(3) 基于 式 (3. 11. 15) 计 算 传递 函数 矩阵 : 


ro oe [2] [E] 
= 了 0 We yy 2 | i 
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_ (sE, —Aun)-! 0 B 
三 三 太 ] i | "| 
x (GE —Aey 0 


=C(sE, —An)B, ‘C3511:.19) 
所 以 ,整个 系统 的 传递 函数 和 矩阵 也 就 是 能 观测 子 系统 中 输入 wu() 到 输出 y(2) 二 yy (1) 的 传递 
函数 矩阵 ,与 不 能 观测 子 系统 (3. 11. 17) 无 关 。 这 说 明 ,传递 函数 矩阵 无 法 反映 系统 中 不 能 
观测 的 部 分 。 
3. 能 控 性 -能 观测 性 结构 分 解 
考虑 不 能 控 且 不 能 观测 的 多 输入 -多 输出 n 阶 控制 系统 
X(t) = Ax(t) + Bulit) 
ny =:CW(D Wai L120 
对 该 系统 先 按 照 能 控 性 分 解 的 方法 ,得 到 形 如 式 (3. 11. 4) 的 状态 空间 描述 ; 再 对 能 控 子 系 
统 和 不 能 控 子 系统 分 别 进行 能 观测 性 分 解 , 可 得 Kalman 分 解 , 即 如 下 形式 的 状态 空间 
1(t) Au 0 As 0 x B, 
| | | |B 


无: (1 0 0 4s 0|| 末 (D 0 
六 页 0 0 4s Auj|lx, (7) 0 
x1(t) 
xX2(1) 
y(2) =[C 0 C 0] Ch L213 
xX3(t) 
ED) 


其 中 ,x1(z) 能 控 且 能 观测 ,xs() 能 控 但 不 能 观测 ,x; (不 能 控 但 能 观测 ,x (7) 不 能 控 且 不 
能 观测 。 
在 式 (3.11. 21) 中 ,系统 矩阵 左下 角 有 4 个 零 块 ,通常 仅仅 被 认为 是 能 控 性 分 解 的 结果 ， 
是 x3(t) 和 x4(z) 不 能 控 的 原因 之 一 。 这 种 认识 并 不 完整 。 实 际 上 ,位 于 3 行 2 列 的 零 块 ,也 
是 zz (oO 不 能 观测 的 原因 之 一 ! 能 控 和 能 观测 在 系统 结构 中 的 耦合 关系 意味 深长 。 
基于 式 (3. 11. 21) 计 算 传递 函数 矩阵 : 


An 0 4 01 TB 

An Azs 42 42 B, ee 
[C: 0 C: 0]1sE,— =C (GsE, —Aun) Bi 

0 0 4s 0 0 


0 0 A A 
(3.11.22) 
式 (3. 11. 22) 表 明 , 整 个 系统 的 传递 函数 和 矩阵 也 就 是 能 控 且 能 观测 子 系统 中 输入 wz) 
到 输出 wm (7) 的 传递 函数 矩阵 ,与 其 他 不 能 控 或 不 能 观测 的 子 系统 无 关 。 
通过 本 节 的 讨论 可 以 看 出 ,传递 函数 矩阵 一 般 说 来 是 对 控制 系统 的 一 种 不 完整 的 描述 ， 
不 能 控 或 不 能 观测 担忧 客观 存在 的 状态 变量 (代表 的 动力 学 特性 ) ,传递 函数 矩阵 是 无 法 描 
述 的 ,这 是 它 相 较 于 状态 空间 描述 的 不 足 之 处 。 
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本 章 小 结 

本 章 对 能 控 和 能 观测 的 各 种 概念 进行 了 全 面 深入 的 剖析 ,给 出 了 多 种 判别 方法 。 

能 控 和 能 观测 是 针对 系统 状态 而 言 的 。 因 此 ,理论 上 说 ,能 控 和 能 观测 的 核心 在 于 状态 
转移 矩阵 和 Gram 矩阵 。 

从 应 用 的 角度 来 说 ,相对 较为 实用 的 判别 方法 ,是 秩 判 据 和 PBH 振 型 判 据 。 

应 用 对 偶 原 理 能 够 简化 能 控 和 能 观测 判 据 的 记忆 。 

能 控 和 能 观测 结构 分 解 可 以 看 作 是 对 Jordan 标准 型 判 据 的 扩展 ; 从 计算 复杂 度 的 角 
度 说 ,前 者 作为 分 析 能 控 能 观测 的 依据 更 有 优势 ,因为 后 者 相 较 于 前 者 ,需要 计算 特征 值 。 

系统 极点 的 几何 重 数 对 于 能 控 和 能 观测 有 重要 影响 ,尤其 在 通过 传递 函数 (矩阵 ) 零 极 
相 消 判断 能 控 和 能 观测 时 ,几何 重 数 是 潜在 的 决定 因素 。 


习题 3 
3.1 判断 下 列 系统 是 否 能 控 
0 1 0 | 褒 
(1) | 0 0 lw 0 | 
1 一 和 一 st | 
[0 4 3 Y 
(2) x=|0 20 a -: u 
LG 25 20 0 
[2 0 0 0 1 人 
(3) x*= es x 十 i u 
0 .041 0 0 
I0O 0 4 1 0 
[TT% 1 0 0 0 
(4) 天 一 有 十 十 u 
G0 31 0 0 
OOuaD 3 3 1 
3.2 求 使 得 下 列 系统 能 控 的 参数 取 值 范围 
[3 0 0 a 2 
(Dz=|0 3 中 一 1 4lu 
LO0 0 3 b 3 
cn “+o 
Lo ce 0 
3.3 判断 下 列 系统 的 能 观测 性 
[0 1 0 
(1) xx 一 |0 0 中 3 一 4 
Il 3 —# 
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WB 

. -2 1 

03 一 上 通 5 [B= 时 
3 1 要 

L 一 2 1 5 


3.4 求 使 得 下 列 系统 能 观测 的 参数 取 值 范围 


a 


(1) x= ok 1]x 
[co 
玫 和 有 
[ [3 a | 
(2)x=|l1 3 0|x,y= 省 
1 = 1 
LO0 0 3 
3.5 求 使 得 下 列 系统 同时 能 控 能 观测 的 参数 取 值 范围 
站 一 0 
(1) x=|0 2 1|+|0 | 
LO 0 3 和 
y=[0 0 1]x 
「 0 了 于 & 
pn DV —L wt | 
-1 2 3 a 
y=[6 1 一 2]x 


3.6 计算 下 列 系统 的 能 控 指数 和 能 观测 指数 
1 —1 9 2 0 
oo 2 | 3 | 
多 一 1 2 
下 
| 1 2 让 
全 下 砍 区 了 
oz 0 中 | 0 中 
O31 —1 0 
和 人 
:=| 2 ok 
3.7 证 明 3.3 节 中 对 定理 3. 3.1 的 说 明 (1)。 
3.8 判断 下 列 系统 的 能 控 性 


0 1 0 
CD z-| La ee 
0 上 1 
0 0 1 
(2) z-| 全 ee。 
0 1 名堂 
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#¥ 了 四 0 
(3) 工 一 |0 上 0 ot stELO,2] 
羡 人 
3.9 求解 以 下 系统 的 能 控 、 能 观测 标准 型 和 对 应 的 变换 矩阵 
= = 2 2 
(1)x=| 0 一 1 1 十 中 
1 0 1 


JE 了 
3.10 ”对 于 能 控 的 单 输入 定常 控制 系统 x 二 Ax 十 bu ,设计 状态 的 可 逆 变 换 过 一 Px ,其 中 
P==[b Ab … 4" 一 的。 求解 变换 后 的 状态 方程 。 
3.11 建立 如 下 系统 的 能 控 和 能 观测 子 系统 


本 上 站 四 站 0 
E10 1 
xX=|0 0 a 0 Ok++|0 lu 
全 0 
0 0 0 0 2 1 
y=[0 1 1 0 1l]x, ab 


3.12” 设 对 单 变量 阶 定常 系统 x 二 Ax 十 bu,y 二 cx 成 立 cb 二 0,cAb 二 0,…,cA”" 10 一 0。 
判断 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 ,并 计算 系统 的 传递 函数 。 

3.13” 设 对 单 变量 n 阶 定常 系统 x 二 Ax 十 bu,y 二 cx 能 控 。 是 否 存 在 输出 向 量 c, 使 得 
系统 总 是 能 观测 的 ? 


| 


系统 运动 的 稳定 性 


稳定 性 是 系统 继 能 控 能 观测 之 外 的 另 一 个 重要 属性 。 对 系统 运动 即 状态 响应 或 输出 响 
应 的 稳定 性 分 析 师 系统 与 控制 理论 不 可 或 缺 的 组 成 要 件 。 稳 定性 往往 是 对 实际 系统 的 基本 
要 求 ,不 稳定 的 系统 一 般 不 能 付 诸 应 用 。 

通常 ,可 用 两 种 方式 来 定义 系统 的 稳定 性 : 一 种 是 在 零 初 态 条件 下 由 输入 -输出 关系 描 
述 的 外 部 稳定 性 , 另 一 种 是 由 系统 的 零 输 入 响应 、 即 初 态 引 起 的 自由 响应 描述 的 内 部 稳定 
性 。 只 有 在 满足 一 定 条 件 时 ,二 者 才 是 等 价 的 。 

本 章 重 点 讨论 内 部 稳定 性 ,特别 是 在 系统 分 析 和 设计 中 应 用 非常 广泛 的 Lyaponov 稳 
定性 理论 ,主要 包括 基本 概念 、 稳 定性 定义 和 稳定 性 判别 方法 。 

理解 稳定 性 理论 要 牢 牢 把 握 时 间 和 空间 两 个 维度 ; 稳定 性 概念 是 针对 系统 的 信号 提出 
的 ,但 稳定 与 否 的 判 据 , 最 终 都 是 基于 系统 的 结构 和 参数 。 因 此 ,和 学 习 能 控 能 观测 类 似 , 要 
注意 体会 系统 结构 决定 系统 功能 的 基本 思想 ; 稳定 性 判别 的 计算 复杂 度 也 是 需要 体会 的 一 
个 要 点 。 事 实 上 ,对 于 高 阶 次 多 变量 系统 ,分 析 和 设计 的 核心 目标 之 一 就 是 尽 可 能 低 的 计算 
复杂 度 。 


4.1 外 部 稳定 性 和 内 部 稳定 性 
本 节 就 线性 定常 系统 讨论 外 部 稳定 性 和 内 部 稳定 性 。 


4.1.1 外 部 稳定 性 


考虑 一 个 具有 零 初始 条 件 的 单 输入 - 单 输出 的 线性 定常 系统 。 如 果 对 于 一 个 有 界 的 输 
入 xD， 即 满足 条 件 


| xb |<hk, t€ [Loyco) ,1.0 
的 输入 wz) ,所 产生 的 输出 y(W) 也 是 有 界 的 , 即 
| yo | #€ [i ,00) (二 :3 


则 称 该 系统 是 外 部 稳定 的 ,或 有 界 输入 -有 界 输出 稳定 的 ,简称 为 BIBO (Bounded Input- 
Bounded Output) 稳 定 , 其 中 心 和 心 是 常数 。 

对 于 多 输入 -多 输出 的 情形 , 式 (4. 1. 1) 和 式 (4. 1. 2) 变 为 各 个 输入 或 输出 分 量 都 有 界 
概念 含义 不 变 。 

设 线性 定常 系统 的 传递 函数 矩阵 G(C) 王 [sy (Cs)] 为 严格 真 , 则 系统 为 BIBO 稳定 的 充分 
必要 条 件 是 ,每 个 元 素 sj Cs) 的 极点 都 具有 负 实 部 。 


4.1.2 内 部 稳定 性 


内 部 稳定 性 是 指 在 系统 外 部 输入 恒 为 零 的 前 提 下 ,由 系统 非 零 初 态 引起 的 状态 响应 随 
着 时 间 的 推移 趋向 于 零 , 即 以 零 为 极限 。 
对 于 线性 定常 系统 ,可 根据 图 纸 多 项 式 的 系数 由 Routh 判 据 或 Hurwitz 判 据 来 判别 内 
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部 稳定 性 。 


4.1.3 外 部 稳定 性 和 内 部 稳定 性 的 关系 


对 于 线性 定常 系统 , 若 其 为 内 部 稳定 , 则 必 为 外 部 稳定 ; 反之 ,由 于 传递 函数 矩阵 只 能 
表示 系统 能 控 且 能 观测 的 子 系统 ,一 般 情 况 下 显然 无 法 判断 整个 系统 状态 的 运动 趋向 ; 进 
一 步 地 , 若 系统 既 能 控 又 能 观测 , 则 内 部 稳定 和 外 部 稳定 等 价 。 


4.2 ”Lyapunov 稳定 性 理论 的 基本 概念 


就 系统 描述 而 言 ,Lyapunov 稳定 性 理论 的 研究 对 象 选取 为 没有 外 部 输入 的 自治 系统 。 
原因 如 下 : 

从 理论 层面 讲 , 第 一 ,自治 系统 本 身 的 确 存 在 有 关 稳 定性 的 讨论 ; 第 二 , 某 些 系统 与 反 
馈 控制 构成 的 闭环 系统 ,从 形式 上 看 也 是 自治 系统 ,因而 存在 稳定 性 问题 。 

从 应 用 层面 讲 , 由 于 设 定 值 (参考 信号 ) 的 客观 存在 ,加 之 可 能 出 现 的 干扰 输入 ,前 馈 和 
(或 ) 反 馈 与 被 控 对 象 构成 的 扩张 系统 几乎 都 是 非 自 治 的 。 但 任何 非 自治 系统 , 当 从 形式 上 
忽略 外 部 输入 时 ,就 得 到 一 个 自治 系统 。 这 个 自治 系统 的 结构 和 参数 已 经 涵盖 了 控制 律 的 
结构 和 参数 ,从 根本 上 决定 了 稳定 性 以 及 系统 的 其 他 一 些 性 能 。 因 而 ,稳定 性 的 研究 对 象形 
式 上 还 是 自治 系统 。 

就 信号 而 言 ,Lyapunov 稳定 性 理论 的 研究 对 象 是 系统 状态 的 受 扰 运动 , 即 系统 状态 的 
自由 响应 或 者 说 零 输 入 响应 。 这 里 的 “ 受 扰 ”" 是 指 系 统 的 状态 由 于 某 种 原因 而 偏离 “理想 ” 
值 。 稳 定性 研究 中 关注 状态 偏离 的 程度 、 时 刻 以 及 能 否 回 归 “ 理 想 ” 值 ,不 涉及 “ 受 扰 ” 的 
原因 。 

考虑 妈 阶 自治 系统 


E27 = 开 [直到 (07 一 2 二 E[ee) (4.2.1) 
其 中 
x1(t) 
-| | (4. 2.2) 
ri) 
是 nn 维 状态 向 量 ， 
fy L(t] 
f= | : | (4.2.3) 
ff Ltaia] 


是 久 维 函数 向 量 。 对 于 这 个 系统 ,稳定 性 就 是 要 研究 由 非 “ 理 想 ” 值 的 初 态 x(to) 二 xo。 引起 
的 系统 响应 x(1) ,+€E [tm ,cc) 随 着 时 间 推 移 回 归还 是 远离 “理想 ” 值 。 
就 系统 结构 而 言 ,Lyapunov 稳定 性 理论 的 研究 对 象 是 平衡 点 , 即 前 面 所 说 的 状态 的 “ 理 
想 ”" 值 。 定 义 如 下 : 
定义 4.2.1 对 于 系统 (4. 2. 1) ,如 果 有 常数 za ,… ,zx 满足 方程 组 
Riss] =7 
| : ti E [hyco) (4. 2. 4) 
frlzxast]j=0 
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则 称 n 维 常 值 向 量 


(4. 2.5) 


为 系统 (4. 2. 1) 的 一 个 平衡 状态 Cequilibrium state) 或 平衡 点 (equilibrium point) 。 
平衡 点 的 含义 如 下 : 设 在 某 一 时 刻 所 系统 的 状态 x(D) 精 确 到 达 平衡 点 , 即 xCo ) 一 xze。 
根据 方程 组 (4. 2.4) ,在 时 刻 就 有 


Z1(h) | | 
Ei .Lzeast] 0 


即 全 体 状 态 变 量 的 变化 率 都 为 零 。 这 样 ,从 时 刻 开始 ,总 有 


ti € [i,°°) (4. 2.6) 


Xx1(t) Xa 
: = tE [aco) (4.2.7) 
(i i 
即 状态 x(W) 不 再 离开 平衡 点 x。。 
动力 学 系统 的 平衡 点 可 以 是 一 个 、 多 个 或 无 穷 个 。 若 平衡 点 x. 隆 0, 则 总 可 以 进行 状态 


的 坐标 平移 x (t) 二 x(z) 一 x。, 这 样 平移 后 新 系统 的 平衡 点 就 是 状态 空间 的 原点 0。 因 此 ,以 
后 总 是 假设 原点 0 为 系统 的 平衡 点 。 

平衡 点 虽然 形式 上 是 常 值 状态 ,代表 多 个 常 值 信号 ,但 其 各 个 分 量 作 为 方程 组 (4. 2. 4) 
的 解 ,显然 是 由 系统 (4. 2. 1) 的 结构 和 参数 决定 的 。 因 此 ,平衡 点 是 系统 的 一 种 结构 特征 。 

稳定 性 研究 系统 的 自由 响应 是 否 回归 平衡 点 ,但 是 否 回归 实际 上 由 平衡 点 所 代表 的 系 
统 的 结构 和 参数 来 决定 ,自由 响应 是 表象 ,平衡 点 是 本 质 。 

为 了 衡量 系统 状态 偏离 平衡 点 的 程度 ,需要 引入 向 量 范 数 的 概念 。 这 里 范 数 可 以 理解 
为 向 量 的 长 度 , 当然 ,可 以 有 不 同 的 长 度 规则 即 范 数 规则 。 例 如 ,对 于 向 量 a 一 
[oa，w asj" 来 说 ,通常 用 上 a 表示 其 范 数 。 


lall = Vaf+a?s+as (4. 2. 8) 
lall =| a | 十 | az | 十 | as | (4.2.9) 
lall = max{l a |, | as |, | a |} (4. 2. 10) 


都 是 可 供 选 取 的 范 数 。 在 判断 稳定 与 否 的 定性 问题 上 ,不 同 的 范 数 规则 没有 区 别 。 本 章 选 
取 如 式 (4. 2.8) 所 示 的 向 量 范 数 。 

如 果 在 平衡 点 x。 的 一 个 足够 小 距离 内 没有 其 他 的 平衡 点 , 则 称 x。 为 孤立 平衡 点 。 若 
系统 只 有 一 个 孤立 平衡 点 ,有 时 也 把 平衡 点 的 稳定 性 说 成 是 系统 的 稳定 性 。 下 面 就 系统 
(4.2.1) 的 孤立 平衡 点 x。 给 出 Lyapunov 稳定 性 理论 的 几 个 关键 概念 。 

定义 4.2.2 孤立 平衡 点 x。 为 Lyapunov 意义 下 的 稳定 的 ,是 指 初始 时 刻 状态 偏离 的 
足够 小 ,可 以 保证 全 体 时 刻 状 态 偏 离 的 任意 小 。 亦 即 , 对 任意 (小 ) 的 正 数 s, 存 在 正 数 
6(to,e) ,使 得 

xlG) —xel Sd,0)= | xz( 昌 一 和 | Se ti€ [Layco) Gs 1D 
其 中 符号 8(t ,se) 的 含义 是 6( 可 能 ) 与 时 刻 t。 和 指定 的 < 有关。 


96 ”现代 控制 理论 基础 (第 2 版) 


回顾 函数 在 一 点 连续 的 概念 。 若 把 | x (zo) 一 x。 | 看 作 自 变量 ,把 1€ [i, 吕 ) 时 的 
| x(#) 一 x。 | 看 作 函 数值 , 则 Lyapunov 意义 下 的 稳定 意味 着 该 函数 在 0 点 是 连续 的 ,或 者 
说 , | x(z) 一 xe | 连续 地 依赖 于 上 x(i6) 一 x。 | 。 

按照 这 个 定义 ,有 6(to,e) 三 e。 如 果 各 个 状态 变量 对 于 任意 非 零 初 态 都 是 等 幅 振 荡 的 ， 
则 平衡 点 是 Lyapunov 意义 下 稳定 的 。 

对 于 这 个 定义 ,一 个 常见 的 误区 是 认为 Lyapunov 意义 下 的 稳定 就 是 不 发 散 , 即 不 无 限 
远离 平衡 点 。 事实 上 , Lyapunov 意义 下 的 稳定 的 确 是 不 发 散 , 但 不 发 散 却 未 必 满 足 
Lyapunov 意义 下 的 稳定 的 定义 。 

【 例 4.2.1】 考虑 如 图 4. 2. 1 所 示 的 平面 系统 。 自 单位 圆 中 非 原 点 出 发 的 状态 轨迹 ， 
总 是 穿 出 单位 圆 进而 到 达 包 含 单位 圆 的 一 条 封闭 曲线 C, 然 后 又 离开 C、 再 次 进入 单位 圆 并 
无 限 接近 原点 。 

由 于 整个 状态 轨 线 始终 在 封闭 曲线 C 的 内 部 ,所 
以 系统 状态 不 发 散 ; 另 一 方面 ,不 论 初始 偏离 多 么 小 ， 
状态 轨迹 都 要 到 达 单 位 圆 ,甚至 圆 外 曲线 C, 显然 做 不 


中 ~ 到 定义 中 要 求 的 “任意 小 ”。 所 以 ,按照 定义 ,这 个 不 发 
SN 散 的 系统 并 不 是 Lyapunov 意义 下 稳定 的 。 
ws 那么 ,Lyapunov 意义 下 的 稳定 相 比 于 “不 发 散 ”, 价 
值 何在 呢 ? 核心 在 于 系统 信号 的 取 值 范围 问题 。 在 
4.2.1 不 发 散 .收敛 但 不 稳定 例 4.2.1 中 ,状态 变量 在 曲线 C 上 的 取 值 对 于 实际 系 
统 可 能 是 不 可 承受 的 .导致 实际 系统 骨 溃 的 。 所 以 说 ， 
Lyapunov 意义 下 的 稳定 为 实践 提供 了 理论 准备 ,不 纯粹 是 理论 上 的 概念 。 
定义 4.2.3 孤立 平衡 点 xe 为 渐 近 稳定 的 ,是 指 : 
(1) x。 为 Lyapunov 意义 下 稳定 的 , 即 满足 式 (4.2.11); 
(2) 初始 时 刻 状 态 偏离 的 足够 小 .时 间 推 移 足 够 入 ,可 以 保证 以 后 时 刻 状 态 偏离 的 任意 
小 。 亦 即 ,对 任意 (小 ) 的 正 数 w, 存 在 两 个 正 数 c(t ,pw) 和 T(to ,csp) ,使 得 
| zt) 一 xs Seto dt > TOscsp) ax) — x <p (多, 也 
注意 ,满足 式 (4. 2.12) 的 x() 是 从 w 时 刻 出 发 的 。 
按照 式 (4. 2. 12) ,存在 d(io) ,使 得 
| xz 一 天 | < dt) 一 limx(t) = x. (4. 2.13) 
渐 近 稳定 的 这 两 条 要 求 是 独立 的 : 第 一 条 显然 无 法 保证 第 二 条 所 蕴含 的 关于 时 间 z 的 
极限 行为 ; 在 例 4.2.1 中 , 取 c(to) 为 单位 圆 半径 1,y 为 包含 曲线 C 的 某 个 圆 的 半径 ,可 知 
第 二 条 无 法 保证 第 一 条 。 
对 于 渐 近 稳定 ,一 个 误区 是 认为 只 要 式 (4. 2. 13) 成 立 就 可 以 了 。 实 际 上 ,Lyapunov 意 
义 下 的 稳定 即 式 (4. 2. 11) 提 供 了 合理 的 过 渡 过 程 。 离 开 这 个 过 渡 过 程 ,纯粹 的 极限 行为 
(4.2.13) 显 然 无 法 适应 实际 需要 。 
定义 4.2.4 对 于 系统 (4. 2.1)， 
(1) 若 稳定 的 定义 实际 上 能 够 做 到 6(to ,e) 对 初始 时 刻 to 的 任意 取 值 存在 公共 的 6(e)， 
则 称 平衡 点 是 一 致 稳定 的 。 
注意 ,“ 公 共 ” 两 个 字 很 重要 。 
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(2) 车 渐 近 稳定 的 定义 实际 上 能 够 做 到 : 

@ 平 衡 点 x 一 致 稳定 ; 

@ 对 初始 时 刻 to 的 任意 取 值 ,存在 公共 的 c(y) 和 TT(c,p) 满 足 式 (4. 2. 12)， 
则 称 平衡 点 x。 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 

显然 光一 致 "是 针对 初始 时 刻 而 言 的 ,是 个 时 间 概 念 。 对 于 一 般 的 时 变 系统 ,一 致 性 并 
不 成 立 ,但 不 排除 某 些 时 变 系统 的 稳定 性 是 一 致 的 。 对 于 定常 系统 ,一 致 性 自然 成 立 。 

定义 4.2.5 若 以 状态 空间 中 平衡 点 x 之 外 任意 有 限 状 态 为 初 态 的 响应 x(1) 都 是 有 
界 的 , 且 

Jimx(o) 一 Xe (4.2.14) 

则 称 平衡 点 x。 是 全 局 (global) 渐 近 稳 定 的 。 

全 局 渐 近 稳定 也 称 为 大 范围 渐 近 稳定 。 与 此 相对 应 ,定义 4.2. 2 中 的 稳定 性 称 为 局 部 
(local) 渐 近 稳 定 。 注 意 这 里 * 近 ”的 写法 。 

全 局 渐 近 稳定 的 前 提 , 是 系统 只 有 一 个 平衡 点 。 

“全 局 ”和 “局 部 ”都 是 针对 初始 状态 偏离 程度 而 言 的 ,是 个 空间 概念 。 对 于 一 般 的 非 线 
性 系统 ,全 局 性 并 不 成 立 , 但 某 些 非 线 性 系统 的 确 具 有 全 局 性 。 对 于 线性 系统 ,全 局 性 自然 
成 立 。 

对 于 定义 4.2.2, 由 条 件 x(to) 一 x ‖ 三 d (to) 所 确定 的 最 大 的 初 态 允 许 区 域 ( 即 发 自 
该 区 域 的 状态 轨迹 最 终 都 趋 于 平衡 点 x.) 称 为 x。 的 吸引 区 (吸引 域 )。 

吸引 区 对 于 应 用 而 言 非常 重要 ,对 吸引 区 进行 尽 可 能 准确 的 估计 是 非常 有 意义 的 。 实 
际 的 吸引 区 的 形状 可 能 并 不 规则 。 但 可 以 证 明 , 在 一 定 条 件 下 ,吸引 区 的 边界 由 系统 轨 线 
形成 。 

稳定 \ 渐 近 稳 定 ,一致 性 和 全 局 性 这 些 概 念 交织 在 一 起 ,可 以 衍生 出 多 种 关于 稳定 性 的 
具体 概念 以 及 对 应 的 判别 方法 。 从 应 用 角度 来 讲 , 一 致 性 、 渐 近 稳 定 和 尽 可 能 大 的 吸引 区 显 
然 都 更 为 重要 。 因 此 ,局 部 一 致 渐 近 稳定 和 全 局 一 致 渐 近 稳定 从 概念 和 判别 方法 上 都 具有 
特别 重要 的 意义 。 

函数 定 号 性 在 Lyapunov 稳定 性 理论 中 经 常用 到 。 设 有 定义 在 区 域 D 上 的 多 元 函数 
V(z)= 二 V (zi,… ,zx,) ,其 中 区 域 DD 包含 原点 z= 二 0 作为 内 点 。 设 Di 是 区 域 D 的 子 集 , 且 包 
含 原点 zx 一 0 作为 内 点 。 

定义 4.2.6 车 函数 V(xz) 在 区 域 D, 上 满足 : 

DV(0)=0; 

@ VCz)>o,zED 一 (0}， 
则 称 V(z) 在 区 域 D, 上 正定 ,或 VCz) 是 区 域 D, 上 的 正定 函数 。 

【 例 4.2.2】V 二 (zf 十 xz2)[1 一 (zx? 十 zx)] 定 义 域 是 二 维 平面 。 若 Di 取 为 包含 原点 的 
单位 圆 内 部 ,显然 V(z) 在 区 域 D, 上 正定 。 

定义 4.2.7 若 函 数 V(z) 在 区 域 D 上 满足 : 

DV(0)=0; 

@V(z) 宇 0,zED1 一 {0} 且 Di 一 {10} 中 确 有 zo 使 得 VCzo) 一 0。 
则 称 V(z) 在 区 域 D, 上 半 正 定 , 或 V(z) 是 区 域 D, 上 的 半 正 定 函 数 。 

【 例 4.2.3】〗】 V==(zi 一 xz)?[1 一 (xi 十 xz3)] 定 义 域 也 是 二 维 平面 。 若 Di 取 为 包含 原点 
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的 单位 圆 内 部 ,显然 VCz) 在 区 域 D, 上 半 正 定 。 
定义 4.2.8 若 函 数 V(z) 在 区 域 D, 上 满足 : 
@ 若 V(z) 在 区 域 D 上 正定 , 则 称 一 VCz) 在 区 域 D, 上 负 定 ; 
加 若 V(z) 在 区 域 D 上 半 正 定 , 则 称 一 V(z) 在 区 域 D 上 半 负 定 。 
讨论 函数 定 号 性 时 ,务必 关注 自 变量 所 在 区 域 。 


定义 4.2.9 关于 变量 zi ,zw 的 二 次 齐 次 多 项 式 函 数 称 为 二 次 型 。 二 次 齐 次 是 指 


多 项 式 中 没有 二 次 之 外 的 其 他 项 。 
一 个 关于 变量 zi ,… ,zx 的 nn 元 二 次 型 总 可 以 表示 为 


f(z Ts) = 加 Pizzi 


1<i<j<n 


(4.2.15) 


其 中 加 为 系数 ,注意 1 过 ;入 j 过 2。 根 据 矩 阵 向 量 乘法 法 则 , 式 (4. 2. 15) 总 可 以 进一步 表 


示 为 
pu bia/2 *** pin/2 
2 i 本 
| teh a bse/ 
Pi/2 Pan/2 pm 
记 
Tl pu piz/2 ** pin/2 
Wo Ta P= pu/2 pe … pan/2 
Tn Pin/2 pan/2 “pan 
则 式 (4. 2.16) 简 记 为 
Fl = PE 
于 是 
2f(x) = x'Px+x'P'x = x (P+P )x 
即 
T 
台风 三 床 a 


Tn 


(4.2.16) 


(4.2.17) 


(4.2.18) 


(4.2.19) 


(4.2.20) 


对 任意 方 了 泗 P,(P 十 P")/2 总 是 对 称 的 。 这 说 明 ,用 于 表示 二 次 型 的 矩阵 书 总 可 以 选 为 对 称 


的 。 对 称 和 矩阵 有 很 多 好 的 性 质 ,如 特征 值 都 是 实数 。 


二 次 型 函数 的 价值 在 于 其 作为 函数 的 定 号 性 ,而 二 次 型 的 定 号 性 与 表示 它 的 对 称 和 矩阵 


的 定 号 性 是 完全 一 致 的 。 下 面 给 出 对 称 和 矩阵 


pu pi pis 
P= Pu Pa Wy Pa 
Din Pzn pm 


的 定 号 性 判别 方法 。 
定理 4.2.1 〈Sylvester 判 据 ) 对 于 对 称 矩 阵 (4. 2. 21)， 
(1) P 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 矩阵 P 的 n 个 前 向 主子 式 


(4.2.21) 
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pu pr pin 

i pu piz ee Pi i WS Pa (4. 2. 22) 
Pi pz2z FE EE : 
Pn pzn Pun 


都 是 正 数 ; 
(2) P 为 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 : 矩阵 己 的 全 部 主子 式 非 负 。 
注意 ,P 的 个 前 向 主子 式 非 负 并 不 能 保证 P 为 半 正 定 , 如 反例 
=|, j| (4. 2.23) 
本 “二 下 
Sylvester 判 据 对 于 函数 矩阵 也 适用 。 
二 次 型 及 矩阵 的 定 号 性 ,是 Lyapunov 稳定 性 理论 的 重要 工具 。 
【 例 4.2.4】 二 次 型 函数 
f(zx19° Ts) = 7x? — x2 2 一 2zizs 十 3zizs 十 4zazs (4 和 24) 
按照 式 (4. 2. 16) 一 (4.2.17), 有 


一 1 1.5 
zh) 一 了 PPx = a —12 |z (4. 2.25) 
让 了 和 总 


应 用 Sylvester 判 据 ,1 二 0， 本 


| =-20. 由 于 出 现 了 非 正 的 前 向 主子 式 , 逢 险 P 


不 是 正定 的 ,因此 对 应 的 二 次 型 也 不 是 正定 的 。 

在 本 例 中 ,变量 zi ,zs ,zxs 的 顺序 只 是 形式 上 的 ,实际 上 3 个 变量 地 位 平等 。 根 据 这 一 
点 ,zl 和 zs 其 实 可 以 交换 位 置 。 这 样 一 来 ,已 的 (2,2) 元 , 即 一 1 就 会 变 为 (1,1) 元 ,从 而 可 
以 更 快 地 判别 函数 不 是 正定 。 

实际 上 ,只 要 有 任何 一 个 主子 式 非 正 ,包括 作为 一 级 主子 式 的 对 角 元 ,矩阵 己 就 不 会 正 
定 ; 前 向 主子 式 ,也 可 以 把 顺序 倒 过 来 , 变 成 “后 向 ?主子 式 , 功 能 不 变 。 


4.3 ”Lyapunov 第 二 方法 : 直接 方法 

俄罗斯 学 者 Lyapunov 在 1892 年 发 表 了 “运动 稳定 性 的 一 般 问 题 " 一 文 , 首 先 建立 了 运 
动 稳定 性 的 一 般 理论 。 在 这 篇 文献 中 ,Lyapunov 把 分 析 由 常 微 方程 组 所 描述 的 动力 学 系统 
的 稳定 性 的 方法 归纳 为 本 质 不 同 的 两 种 ,分 别称 为 第 一 方法 和 第 二 方法 。 其 中 ,第 二 方法 也 
称 为 直接 法 ,由 系统 的 状态 方程 构造 一 个 类 似 于 “能 量 ” 的 函数 ,通过 分 析 函 数 及 其 一 阶 导数 
(对 时 间 ) 的 定 号 性 判别 系统 的 稳定 性 。 第 二 方法 概念 直观 ,物理 含义 清晰 ,在 1960 年 前 后 
被 引入 到 系统 与 控制 理论 中 后 ,很 快 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

本 节 的 核心 内 容 是 讨论 如 何 用 Lyapunov 第 二 方法 判别 系统 的 局 部 一 致 渐 近 稳定 和 全 
局 一 致 渐 近 稳定 。 


4.3.1 定常 非 线性 系统 的 稳定 性 


考虑 定常 非 线 性 系统 
关 (1) = JLx(D]， x(io) = xo, 1E€ [nsco) 位 . 邹 人 0 
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设 原点 x 一 0 是 系统 的 一 个 孤立 平衡 点 。 
定理 4.3.1 对 于 定常 系统 (4. 3. 1) , 若 存在 一 阶 连续 可 导 的 多 元 函数 
V[xD] 王 V[zi(i) ,zs(CD] 拜 .也 动 
满足 : 


@D VCz) 在 包含 原点 的 区 域 D, 上 正定 ; 


@V[x(D)]=dy[x(Co)]/dz 在 包含 原点 的 区 域 D。 上 负 定 ; 或 V[x(z)] 在 区 域 D, 上 半 
负 定 ,但 不 恒 为 零 

@ lim VLx(D)J=%; 
则 有 以 下 结论 : 

(1) 十 @ 二 原点 局 部 浙 近 稳定 ; 

(2) 若 Di 二 =D; 二 R" 即 全 空间 , 则 四 十 @@ 十 @ 汪 原点 全 局 渐 近 稳定 。 

证 明 从 略 。 

对 于 定理 4. 3. 1 有 以 下 几 点 说 明 

(1) 函数 V(x) 形 式 上 似乎 与 系统 (4. 3. 1) 无 关 , 实 际 并 非 如 此 。 根 据 复合 函数 求 导 法 
则 ,有 


V[x(iD)] =dV[x()J/dt 


9V dr ，...，9V dz 
az dt ee, dt 
aV 

Se -1 ib + (2) 


= si a 


Z(t) 
9V govV1. 
一 Br a B® 
oaV 和 
-[ 闪 az |f [x] 三 旬 助 


因而 V[x(z)] 的 定 号 性 和 系统 (4. 3. 1) 的 结构 ,参数 密切 相关 。 这 样 一 来 ,函数 V(x) 的 设计 
是 不 可 能 脱离 系统 (4. 3. 1) 独 自 进行 的 。 


(2) V[x(iD)] 在 区 域 D, 上 不 恒 为 零 ,是 相对 于 时 间 1 而 言 的 。 
(3) lim_V(xz) 一 = 也 称 为 径 向 无 界 ,可 用 极限 定义 来 证 明 。 若 函数 VCx) 不 显 含 时 间 


1 zl — 
zt, 则 这 个 极限 的 确认 和 无关。 
(4) 由 于 系统 (4. 3.1) 是 定常 的 ,所 得 稳定 性 结论 自然 具有 一 致 性 。 
(5) 定理 给 出 的 局 部 或 全 局 渐 近 稳定 条 件 都 是 充分 条 件 。 已 知 系统 渐 近 稳定 ,判断 是 


否 存在 函数 VLz(z)] 满 足 VLz(z)] 正 定 .VLz(z)] 负 定 相 关 结 论 属于 Lyapunov 道 定理 。 
【 例 4.3.1】 判断 系统 
Zi1(1t) 一 zz(t) 一 ZiCD)[LziCt) xi)] 
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Z(t) =— (0) — za (Lz? Ct) + zx?)] (4. 3.4) 
在 平衡 点 x. 一 0 的 稳定 性 。 
解 : 取 R* 上 的 正定 函数 
V(x) = 好 (D 十 好 (0D) (4. 3.5) 
则 VCxz) 沿 系统 (4. 3. 4) 轨 迹 对 时 间 的 导数 为 
Vx) 一 2z(0D) (0) 十 2zs(0) Lat) 
一 2zi(D{zs(D — zi Lr? Ct) + zj} 十 
2z2 C2) {— x1(1) — za (Lx? 0) + zx2(7)]} 


一 一 2Lzi(z) zi) (4. 3.6) 
所 以 V(x) 是 R* 上 的 负 定 函数 。 
另外 ,显然 有 
lim VO = lim [zx?(2D) + zi()] = ,lim | xl: = ~ 以 .名 和 


根据 定理 4. 3. 1,x.。 二 0 全 局 渐 近 稳定 。 
【 例 4.3.2】〗 判断 系统 
Zi = 一 3z1 十 zz 一 Xs 十 3x1(6zx? 十 5x2 十 2x3) 
Zz =— 27x1 — 57zs 二 zs 二 5z2(6z? 二 5z8 十 273) 
Zs 一 2zl 一 2 一 2zs 十 2zs(6z 十 5z8 2x8) (4. 3.8) 
在 平衡 点 x. 二 0 的 稳定 性 。 
解 : 取 RI 上 的 正定 函数 
V(x) = 27x? 十 蕉 十 x3 {4 和) 
V(x) 沿 系统 (4. 3.8) 轨 迹 对 时 间 的 导数 为 
V(x) =4zid + 2z2ts + 2x3s 
二 2(6z? 十 5z3 十 2x3)(6z? 十 5z2 十 2z3 一 1) (4. 3. 10) 
在 椭 球 区 域 
{(ziyzayzs) | 67? 二 5x2 二 2xi 一 1 二 0} (4 .11Y 
内 ,V(x) 负 定 。 根 据 定理 4. 3. 1,x。==0 局 部 一 致 渐 近 稳定 。 


注意 ,在 本 例 中 由 于 V(x) 的 负 定 只 是 局 部 成 立 ,因此 就 失去 了 检验 径 向 无 界 的 前 提 。 
4.3.2 时 变 非 线性 系统 的 稳定 性 


考虑 时 变 非 线性 系统 
B03 = Hu]: 一 [ca (4. 3.12) 
设 原点 x。 二 0 是 系统 的 一 个 孤立 平衡 点 。 


定理 4.3.2 对 于 时 变 系统 (4. 3. 12) , 若 存 在 一 阶 连续 可 导 的 多 元 函数 
VExsCD52] = VLzv (Ds (Ds VIO =0% FED) (S13 
和 包含 原点 的 区 域 D; 上 的 正定 连续 函数 Wi[x(7)]、Ws[x(zt)] 以 及 包含 原点 的 区 域 D, 上 
的 正定 连续 函数 WsLx(7)] ,满足 : 
@ 在 区 域 D 上 有 Wi[x(C)] 志 VL[xC2) ,1t] 寺 Ws[x()]; 
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@ 在 区 域 D, 上 有 V[x(iD ,1]==dV[x(2) ,tJ]/di< 一 Ws[x(7)]; 
看 和 ER 
则 有 以 下 结论 : 
(1) 四 十 @ 汪 原点 局 部 一 致 渐 近 稳定 ; 
(2) 若 Di 一 D: 王 R" 即 全 空间 , 则 四 十 四 十 四 > 原点 全 局 一 致 渐 近 稳定 。 
证 明 从 上 略 。 
对 于 定理 4. 3. 2 有 以 下 几 点 说 明 : 


(1) 因为 系统 为 时 变 的 ,为 了 得 到 一 致 浙 近 稳定 的 结论 ,要 给 函数 V[x(t) ,及 其 导数 
V[x(z) , 榈 找到 3 个 作为 界 的 函数 Wi[x(7)]、W2[x(w)] 和 Ws[x(t)], 注 意 这 3 个 界 函 数 都 


不 显 含 时 间 z。 


(2) 对 于 时 变 系 统 (4. 3. 12) , 若 能 找到 满足 定理 4. 3. 1 中 四 和 名 的 不 显 含 时 间 上 的 


V[x(iD], 则 V[x(Gz)] 和 Y[x(z)] 本 身 就 是 对 应 的 界 函 数 , 无 须 另 找 。 
【 例 4.3.3】 考虑 系统 
Zi 一 一 Zi — g(t)zs 
Zs = XI— x 
在 平衡 点 x. 二 0 的 稳定 性 。 其 中 ,g(z) 可 导 , 且 满足 
0 过 g(1) 入 有 (常数 )， ECG) 过 g(2),t 宇 0 
解 : 取 函 数 
Vlxyt) 一 好 十 [1 十 gb]z8 
由 条 件 (4. 3. 15) 得 
TI 二 zi V(x) z+ (hz? 
由 此 得 界 函数 
Wi(x) = zx?++zx, W(x) = xz? (+h)zx? 
V(x,) 沿 系统 (4. 3. 14) 轨 迹 对 时 间 的 导数 为 


V(xr,t) 一 一 2 好 十 2zizs 一 [2 十 2g(i) — 8&6) Jz 
结合 条 件 (4. 3. 15) 得 


Vs) <— 2zx? 二 2xizs — 272 
-| 
到 

pn 2 

=— x'Qx 
2 —1] ,., ‘ 2 一 1 
矩阵 o-| ， 正定 ,于 是 得 界 函 数 Ws(x) 二 x | wo 

易于 验证 lim Wi(x)= lim 上 xl ?一 so。 


zl 一: 1 x1 -= 
根据 定理 4. 3. 2,xe 一 0 全 局 渐 近 稳定 。 
针对 时 变 系统 (4. 3. 12) 的 定理 4. 3. 2 有 另 一 种 等 价 表述 : 
定理 4.3.3 对 于 时 变 系统 (4. 3. 1) , 若 存在 一 阶 连续 可 导 的 多 元 函数 


V[xCQ)st] = VLzi (ts za Dt VLO5t] =0, £1 E Lit) 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


3. 


3. 


3. 


3. 


3. 


3. 


3. 


18) 


19) 


.20) 


21) 
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和 连续 的 单调 增加 函数 a(x*)、B(x*)、Y(*),a(0) 二 8B(0) 二 7(0)==0 以 及 包含 原点 的 区 域 
D 和 D; ,满足 : 

Q@ 在 区 域 Di 一 {0} 上 有 0<al x) 志 V[x(2) ,B(x ); 

@ 在 区 域 D, 一 {0} 上 有 V[x(2),{]=dV[x(2) ,可 /di 用 一 xz(C‖ xl)<0， 

@ lim_al lxl)=~; 
则 有 以 下 结论 : 

(1) 四 十 四 原点 局 部 一 致 渐 近 稳定 ; 

(2) 若 Di=D:=R" 即 全 空间 , 则 @ 十 @ 十 @ 二 原点 全 局 一 致 浙 近 稳定 。 

证 明 从 略 。 


4.3.3 解读 第 二 方法 
对 于 Lyapunov 第 二 方法 ,从 以 下 几 个 方面 解读 : 
(1) 用 正定 函数 VLx(z) ,可 定义 状态 向 量 x(7) 的 一 种 长 度 规则 
Ix ly= VD 或 Vi = 外 起 不 中 C4; B22) 


(2) 若 V[x(z) ,J 负 定 ,或 半 负 定 但 不 恒 为 零 , 则 函数 V[x(1) ,要 关于 自 变量 1 严格 单调 
减少 ,或 个 别 时 段 维持 恒 值 但 必然 重新 严格 单调 减少 。 又 因为 V[0,t]==0, 所 以 1 习 吕 时 必 
有 V(x,t) 一 0, 即 上 x(2) Dv 一 0。 

(3) 注意 到 函数 V[x(D ,相关 于 x1(1) ,… ,zx,(t) 连 续 , 而 连续 函数 在 有 界 闭 集 上 
有 最 大 值 和 最 小 值 。 据 此 可 证 ,对 于 向 量 x(i) 的 任 一 范 数 规则 | * | 。( 例 如 
Vz 好 (CD 十 … 十 好 (0 ), 只 要 关于 zx1(1),… ,z(t) 连 续 , 就 一 定 存 在 常数 cc cs,ci 满足 (所 
入 不 等 式 ) 

alxls< lxly<elxle, clxly< lxls<alxlly (4.3.23) 


所 以 
xD ly—>0= | x | .一 0=>x(G) 一 0 (4. 3. 24) 

因此 ,第 二 方法 首先 是 巧妙 利用 了 x(7) | v 的 单调 衰减 ; 其 次 ,虽然 | x(z) | v 不 同 于 
| xz) | ,, 但 这 种 不 同 发 生 在 过 渡 期 间 ; 上 >== 时 的 极限 行为 ,二 者 并 无 区 别 。 而 渐 近 稳定 
需要 的 正 是 这 个 极限 行为 ! 

(4) 一 般 说 来 ,正定 函数 VLx(z) ,归并 非 总 能 定义 状态 向 量 x(7) 的 一 种 长 度 。 充 分 条 件 之 
一 ,是 由 V[x(7) ,器 一 常数 c 确定 的 等 高 线 (等 势 面 ) 闭 合 .或 说 集合 {x|V[x(7) ,t= 二 c,c 这 0) 
有 界 。 否 则 ,等 势 面 不 闭合 ,就 会 出 现 离 原点 任意 远 的 点 代表 的 向 量 长 度 都 是 常数 c 的 情 
况 , 显 然 不 合理 。 

(5) jlim_VLx(D) ,器 一 = , 即 径 向 无 界 ,是 保证 集合 {z1V[x(Gz) ,可 一 c,e 之 0) 有 界 的 一 
种 充分 条 件 。 

(6) 在 定理 4. 3. 1 一 定理 4. 3. 3 中 ,都 有 函数 V 在 区 域 函 数 D, 上 正定 ,同时 函数 V 在 区 
域 函 数 D, 上 负 定 。 对 此 ,一 个 常见 的 误区 是 : 发 自 集合 D== Di 站 D, 的 状态 轨迹 最 终 都 趋 
于 零 , 即 D= 王 Di 门 D, 是 吸引 区 ,或 者 至 少 是 吸引 区 的 子 集合 。 而 实际 上 ,不 论 D=DinPD， 
是 否 为 全 空间 ,都 有 反例 证 明 D=Di 门 D, 不 属于 吸引 区 ! 
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【 例 4.3.4】 考虑 平面 系统 
6z1 


a 
(4. 3. 25) 
-机 2Kzi + zis) 
ag CI 十 好 7 
选取 正定 函数 
V(x) = i + (4.3.26) 
计算 得 
2 
I XT2 a 
V(x) 4 + yz] (4. 3.27) 


所 以 ,在 全 空间 R* 上 ,都 有 V 正定 ,同时 V 负 定 。 但 并 非 发 自尽 :一 {0} 的 任意 状态 轨迹 都 趋 
于 零 。 事 实 上 ,只 有 初 态 x 满足 


V(x) = (4. 3. 28) 
时 ,对 应 的 状态 轨迹 才 趋 于 零 。 系 统 是 局 部 渐 近 稳定 ,不 是 全 局 渐 近 稳定 。 
这 是 因为 ,等 高 线 
V(x) = +z =c (4. 3.29) 


证 全 IT 十 好 
只 有 当 c 志 1 时 才 是 闭合 的 ,这 时 V(x) 才 能 定义 一 个 合理 的 向 量 x 的 长 度 。 

ve tT eo et 实际 上 ,这 个 极限 不 
存在 。 

【 例 4.3.5】 考虑 平面 系统 


= 
ks =— Zz1— zs — (Xi 2r2) (1 — 22) (4. 3. 30) 
选取 正定 函数 
V(x) = 5 好 十 2zizz 十 2z ty 
计算 得 
VOx) =—2[ Cz 十 zz)2 + (x + 2x) (1— x2)] (4. 3. 32) 


所 以 ,V 在 全 空间 D, 二 R* 上 正定 ,同时 立 在 区 域 D, 二 {(z1,zs):|zz | 过 1} 上 负 定 。D= 
Di 站 Ds 二 Ds。 但 并 非 发 自 D 一 {0) 的 任意 状态 轨 这 都 趋 于 零 。 
原因 在 于 ,虽然 式 (4. 3. 31) 导 出 的 等 高 线 V(x)==c 对 于 任意 的 正 数 c 作为 椭圆 都 闭合 ， 


但 对 于 某 些 c, 等 高 线 V(x)==c 可 能 会 落 在 区 域 了 一 {0} 之 外 ,因而 不 能 保证 V 始 终 负 定 。 


本 例 中 , 若 取石 =DsmnfCzyz):VGz) 生 5), 则 在 此 区 域 中 V 正定 ,V 负 定 , 且 等 高 线 
VCr) 一 c(Cc<5) 闭 合 , 所 有 发 自 万 一 {0} 的 状态 轨迹 都 趋 于 零 。 

(7) 在 定理 4.3.1 一 定理 4.3.3 中 ,函数 V 在 区 域 函数 D， 上 正定 ,同时 函数 V 在 区 域 函 
数 D, 上 负 定 。 在 此 条 件 下 ,一 定 存 在 D 一 Di 门 D; 的 一 个 包含 原点 的 子 集 , 发 自 该 子 集 的 
状态 轨迹 最 终 都 趋 于 零 。 所 以 定理 4. 3. 1 一 定理 4. 3. 3 中 的 前 两 条 ,给 出 了 判别 渐 近 稳定 
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的 充分 条 件 , 但 只 涉及 定性 问题 ,不 能 给 出 吸引 域 的 信息 ,不 能 提供 定量 描述 。 


4.3.4 ”Krasovskii 定理 


Lyapunov 第 二 方法 并 未 给 出 构造 函数 VLx(z)] 或 VLx(z) ,的 一 般 方法 。 对 于 定常 非 


线性 系统 (4. 3. 1) ,可 以 就 地 取材 ,尝试 
V[xC2)] = f°[x()JfLxC)] 


(4. 3.33) 


的 可 行 性 。 这 就 是 Krasovskii 定理 的 核心 思想 。 对 这 样 构 造 的 函数 VLx(z)] 求 关于 时 间 + 


的 导数 ,得 
V[xGi)] = FTLxC)] flx J+ FTLxC) JfLxC)] 
先 来 计算 右 端 第 一 项 : 
Jr[xGD)] flx(e)] 
方 [zz)] 过 总 人 3 了 
= F[x(b] : = f°"[x(7)] : 
ey] 站 -和 下 
a 2 2 af ... 9 
Gk ax, || zi 9x1 zw 
= jw 玫 : | 日 | | : [zt2)] 
afs .. ofs [Li of .., fs 
9x1 9zn Bk Bk 
记 
3 万 9fi 
Wiss Bi 
FLx(2)] = 3 
9fn ... 9fs 
9z1 QZw 
FLx(z)] 即 为 Jacobi 矩阵 。 式 (4. 3. 35) 即 
Jr[x(Go)] FLxGD)] = JrLxCD)]FLx(GDO]FLxGD)] = f°Ff 
注意 到 式 (4. 3. 34) 中 右 端 两 项 形式 上 互 为 转 置 , 所 以 
产 [xG)]J[xzGD)] = Fr 
于 是 有 
V[xG)] = ErrETF = (FH+EFYS 
因为 原点 是 系统 (4. 3. 1) 的 平衡 点 ,所 以 FLx(i)] 一 0) 一 0, 因 此 V(0) 一 0; 


(4. 3. 34) 


(4. 3. 35) 


(4. 3. 36) 


(4.3.37) 


(4. 3. 38) 


(4. 3.39) 
若 进一步 


有 函数 矩阵 F 二 FE- 对 任意 x(1) 关 0 负 定 , 则 由 和 矩阵 负 定 的 定义 可 知 对 任意 x(z) 隆 0 有 


V[x(#)] 过 0, 即 f(0) 二 0,F 十 FT 对 任意 x(t) 关 0 负 定 过 V[x(t)] 负 定 。 
至 此 ,依据 定理 4. 3. 1 可 得 Krasovskii 定理 。 
定理 4.3.4 对 于 定常 非 线 性 系统 (4. 3. 1)， 
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(1) 若 函 数 矩 阵 下 十 F 对 任意 x() 天 0 为 负 定 矩阵 ,正如 式 (4. 3. 36) 所 示 , 则 原点 局 部 
渐 近 稳定 

( 动 车 进一步 有 lim VLx(D]== lim_ 广 f 王 , 则 原点 全 局 渐 近 稳定 。 

【 例 4.3.6】 判断 系统 


Zi 一 一 6zl 十 2zz 
Ls = 2x1 — 6xs — 22} (4. 3.40) 
在 平衡 点 x. 二 0 的 稳定 性 。 
解 : Jacobi 矩阵 
== 洲 2 
F= | | (4. 3.41) 
2 ~—6—623 
由 Sylvester 判 据 可 知 
12 一 4 
-e+PD =| | (4. 3. 42) 
一 4 12 十 12z 


在 R* 上 负 定 。 同 时 ， 
ff = (一 6zl 十 2zs)2 十 (2zi 一 6zs 一 2z3)2 (4. 3.43) 
当 |x| 一 cc 时 有 f7f 一 呈 。 根 据 定理 4. 3.4,xe 一 0 全 局 渐 近 稳定 。 
Krasovskii 定理 还 有 其 他 变形 ,如 尝试 VLx(z)]==f7Pf 的 可 行 性 ,其 中 也 为 适当 选取 
的 常 值 正 定 矩 阵 。 定 理 4. 3.4 相当 于 取 P=E。 


4.4 线性 系统 的 稳定 性 


考虑 时 变 线性 系统 
L(t) = ACX(), EE [iveco) (4.4.1) 
设 原点 re 一 0 是 唯一 的 平衡 点 , 甸 (1,to) 二 [加 (t,to)] 是 状态 转移 矩阵 。 
定理 4.4.1 (状态 转移 矩阵 判 据 ) 对 于 时 变 线性 系统 (4. 4. 1)， 
(1) 平衡 点 x。 二 0 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 常数 &(Ct ) ,使 得 对 状态 转移 矩阵 
的 每 个 元 素 都 有 | $1,160)|SRG10), 且 lim$s (t,t0) 二 0; 
(2) 平衡 点 x。 二 0 一致 浙 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 不 依赖 于 的 常数 后 和 心 ， 
使 得 @® (1 ,to ) 的 每 个 元 素 都 满足 | 虹 (t,t0) | 二 ke % 0 。 
证 明 从 略 。 
定理 4.4.2 〈Lyapunov 判 据 ) 对 于 时 变 线性 系统 (4. 4. 1), 设 A(7) 的 元 素 分 段 连续 且 
一 致 有 界 。 则 平衡 点 x. 二 0 一 致 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 给 定 的 对 称 、 一 致 有 
界 和 一 致 正定 的 矩阵 Q(1) ,Lyapunov 和 矩阵 微分 方程 
—P() = PCD)4A(CD 十 ATCDPCD +Q0) (4. 4.2) 
有 了 唯一 的 对 称 、 一 致 有 界 和 一 致 正定 的 解 矩 阵 P(z) 。 
在 定理 4.4.2 中 ,和 矩阵 Q(O) 一 致 有 界 和 一 致 正定 是 指 , 存 在 常数 a 和 az ,使 得 
0<aE<Q0u) <aE, 1€ [aco) (4. 4.3) 
证 明 可 由 Lyapunov 第 二 方法 给 出 ,从 略 。 
时 变 线性 系统 的 两 个 稳定 性 判 据 应 用 都 各 具 难 度 ,主要 用 于 理论 分 析 。 
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考虑 时 定常 性 系统 
i(1) = Ax(t), 1 € [0,°0) (4. 4.4) 
设 原点 x 二 0 是 唯一 的 平衡 点 。 
定理 4.4.3 (特征 值 判 据 ) 对 于 定常 线性 系统 (4. 4. 1)， 
(1) 平衡 点 x. 二 0 为 Lyapunov 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ,系统 矩阵 A 的 所 有 特征 值 实 部 
非 正 , 且 零 实 部 特征 值 不 属于 2 阶 及 以 上 的 Jordan 块 ; 
(2) 平衡 点 xs 一 0 一 致 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ,系统 矩阵 4 的 所 有 特征 值 实 部 
为 负 。 
定理 4.4.4 (Lyapunov 判 据 ) 对 于 定常 线性 系统 (4. 4. 1) ,平衡 点 x 二 0 渐 近 稳定 的 充 
分 必要 条 件 是 ,对 任意 对 称 正定 矩阵 Q, 以 下 Lyapunov 方程 
AT™TP+PA+Q=0 (4. 4.5) 
有 了 唯一 对 称 、 正 定 的 解 矩 阵 已 。 
证 明 : 已 知 方程 (4. 4.5) 有 正定 解 P, 往 证 x. 二 0 渐 近 稳定 。 取 VCx) = 一 xTPx , 则 其 导数 
V(x) =XTPx 十 xTPT 
一 (4x)TPx 十 xIP(4Ax) 
一 XT(ATP 十 P4)x 
一 xT( 一 O)x (4.4.6) 
因为 矩阵 Q@ 正定 ,所 以 是 负 定 函数 。 由 定理 4. 3. 1 可 知 ,x. 二 0 渐 近 稳定 。 
已 知 x。 二 0 渐 近 稳定 , 往 证 解 和 矩阵 己 存 在 .唯一 且 正 定 。 考 虑 矩阵 微分 方程 


KO) = 4hTX(GD) + XA, X(0) =0O，t>0 (4.4.7) 
可 以 验证 
X(t) = et Qe (4.4.8) 
是 方程 (4.4.7) 的 解 。 对 式 (4.4. 8) 两 端 进行 积分 : 
AT| xd 二 | Xda = [ Xdt = X(co) — X(0) (4.4.9) 


因为 x. 二 0 渐 近 稳定 ,作为 时 变 系统 的 特例 ,有 定理 4. 4. 1 可 知 , 时 作为 此 时 的 状态 转移 矩 
阵 满足 lime* 一 0, 结 合式 (4.4.8) 得 limX(O 一 0。 又 X(CO) 一 2, 所 以 有 


好 | xd 十 | Xd +46 = 人 0 (4.4.10) 
0 0 


X00 的 唯一 性 和 limX (7) 一 0 决定 了 无 穷 积分 | XGO)d 存在 且 唯 一 . 取 P = [ xu, 这 


就 是 方程 (4. 4. 5) 的 解 。 
由 P 了 和 XX() 的 定义 可 以 直接 验证 得 P' 二 P, 即 P 对称。 
和 矩阵 CO 正定 ,因此 有 分 解 0 二 GTG, 且 G 可 逆 。 对 任意 非 零 列 向 量 h， 


AP -| [ATXODhJdt = 由 [hreroesj]dt 
=| [hreGrGern dt = | LGerh Tr [Gerh dt 全 生动 


式 (4.4.11) 中 ,Ge4 是 非 零 列 向 量 ,被 积 函数 为 平方 和 , 非 负 , 且 不 恒 为 零 , 因 此 ,jx PP 0。 
于 是 己 正 定 。 证 明 完 成 。 
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【 例 4.4. 1】 已 知 线性 定常 系统 的 状态 方程 


2 8 
:=| EF (4.4.12) 
= 国 
判断 平衡 点 re 一 0 是 否 为 渐 近 稳定 。 
解 : 设 对 称 和 矩阵 
[| 
P= (4.4.13) 
bre 
为 建立 形 如 式 (4.4.5) 的 矩阵 方程 ,首先 计算 
Q 0 2 3 2c 一 5 3a+b 
m=| | [| | (4.4.14) 
ei=1 1 26—¢ be 
注意 到 ATP 和 PA 互 为 转 置 。 取 
= E, = ee (4.4.15) 
oe-E=|。 | 4 
把 47P、PA 和 @ 的 表达 代入 式 (4.4.5) ,得 
4a 一 20 3 十 3 一 5 1 0 
| a |>。 (4. 4. 16) 
3a 十 30 一 < 60 十 2c 0 1 


因为 4"P 和 PA 互 为 转 置 ,A4"P 十 PA 必然 是 对 称 的 。 比 较 式 (4. 4. 16) 两 端 对 应 元 素 建立 方 
程 组 的 时 候 ,只 需 考虑 对 角 线 及 其 右上 方 的 元 素 : 

4 一 20 十 1 一 0 

34& 十 3 一 < 一 0 


66+2c+1=0 (4.4.17) 
解 得 a 一 一 区,4 一 二 ,一 一 二 。 于 是 
二 下 
二 | 人 |- 刘 ， | (4.4.18) 
1 3 30L 1 一 18 a 
30 “5 


由 于 一 面 <0, 所 以 P 不 正定 ,因此 x. 二 0 不 是 渐 近 稳定 的 。 


在 上 述 计算 过 程 中 ,由 于 A"P 和 PA 互 为 转 置 ,A"'P 十 PA 的 对 角 元 一 定 有 公 因 数 2, 如 
式 (4.4.16) 所 示 。 针 对 这 个 现象 ,把 正定 矩阵 8 取 为 单位 矩阵 E 的 偶数 倍 , 有 可 能 简化 
计算 。 

若 定常 线 性 系统 (4. 4.4) 的 阶 次 为 怀 则 Lyapunov 方 程 (4.4.5) 中 的 待定 对 称 和 矩阵 己 的 
自由 变量 个 数 是 1 十 2 十 … 十 xz 一 zz 十 1)/2 二 2。 在 例 4.4.3 中 ,判断 稳定 性 还 不 如 直接 求 
解 特征 值 简便 。 这 种 方法 优势 何在 呢 ? 相对 于 其 他 方法 ,如 Routh-Hurwitz 判 据 , 又 有 什 
么 特点 呢 ? 这 个 问题 分 为 以 下 几 个 方面 : 

第 一 ,对 于 5 阶 及 高 于 5 阶 的 系统 ,由 于 没有 求 根 公 式 , 一 般 不 能 直接 手工 计算 求 得 特 
征 值 ; 

第 二 ,求解 特征 值 或 利用 Routh-Hurwitz 判 据 都 要 首先 计算 特征 多 项 式 的 系数 ; 

第 三 ,用 Lyapunov 方 程 (4.4.5) 判 别 稳定 性 ,形式 上 不 受 系 统 阶 次 限制 。 本 质 是 求解 
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线性 方程 组 ,以 及 判断 常数 对 称 和 矩阵 的 定 号 性 ,后 者 本 质 上 属于 线性 规划 。 实 际 上 ,即使 变 
量 众 多 ,线性 方程 组 和 线性 规划 目前 都 有 高 效 、 可 靠 、 完 善 的 求解 算法 。 把 科学 计算 问题 转 
化 为 线性 方程 组 或 者 线性 规划 ,其 实 正 是 各 类 研究 者 孜孜 以 求 的 目标 。 

作为 线性 方程 ,Lyapunov 方程 (4. 4. 5) 的 解 P 有 了 唯一、 不 存在 和 无 穷 多 三 种 情况 。 后 
两 种 情况 取决 于 A 和 正定 矩阵 Q 的 选取 。 


4.5 Lyapunov 第 一 方法 : 间接 方法 

利用 Lyapunov 第 二 方法 判别 稳定 性 ,需要 构造 一 个 函数 ; 对 于 线性 定常 系统 ,可 以 通 
过 Lyapunov 方 程 (4. 4. 5) 来 实现 ,但 对 于 一 般 的 非 线 性 系统 ,并 没有 统一 的 构造 方法 。 
Krasovskii 定理 显然 也 无 法 彻底 解决 函数 构造 问题 。Lyapunov 第 一 方法 可 以 在 很 大 程度 
上 弥补 这 一 不 足 。 

第 一 方法 又 称 间接 法 , 先 要 由 系统 的 运动 方程 即 状态 方程 建立 其 线性 近似 状态 方程 ,再 
通过 对 线性 状态 方程 的 稳定 性 的 分 析 间 接 给 出 原 非 线性 系统 局 部 稳定 的 有 关 信 息 。 

考虑 定常 非 线性 系统 

X(t) 一 了 Lx(i]，tE [ayco) 娃 , 到 天 

设 原点 x。 二 0 是 系统 的 一 个 孤立 平衡 点 。 

设 系 统 (4. 5.1) 的 Jacobi 矩阵 为 


Az 9zn 
FLx(D)] 一 | :; 二 .到 
3 . fs 
Gk Ck 
F[x(z) 在 平衡 点 x. 二 0 处 赋值 , 即 得 
A = E00 = FLX(] | (4.5.3) 
根据 多 元 函数 的 Maclaurin 展开 式 , 有 
f(x) 一 4Ax 十 oCx) (4.5.4) 


其 中 ox) 表示 相对 于 x 各 个 分 量 的 高 阶 无 穷 小 。 

式 (4.5.4) 中 Ax 是 了 (x) 的 线性 近似 。 

定义 4.5.1 系统 x(1) 二 Ax() 称 为 系统 (4.5.1) 的 线性 化 系统 。 

定理 4.5.1 (第 一 方法 ) 对 于 定常 非 线性 系统 (4. 5. 1) 和 平衡 点 x. 一 0， 

@ 若 (1) 二 Ax (7) 在 x 二 0 渐 近 稳定 , 则 系统 (4. 5.1) 在 x. 二 0 渐 近 稳定 ; 

@ 若 z (7) 二 Ax(1) 在 x. 二 0 发散 , 则 系统 (4.5.1) 在 x.==0 发 散 ; 

@ 车 (4) 二 Ax(t) 在 x 二 0 等 幅 振 荡 , 则 系统 (4. 5. 1) 在 x. 二 0 的 稳定 性 要 考虑 o(x)， 
需 进一步 确定 。 

之 所 以 称 Lyapunov 第 一 方法 为 间接 方法 ,是 因为 该 方法 借助 于 构造 的 线性 化 系统 的 
稳定 性 来 判断 非 线 性 系统 的 稳定 性 。 与 此 相 比 ,第 二 方法 并 没有 构造 新 的 系统 ,因此 称 为 直 
接 方法 。 第 二 方法 虽然 也 构造 一 个 函数 ,但 仅 是 代数 表达 , 相 比 于 作为 动力 学 系统 的 线性 化 
系统 而 言 ,概念 上 复杂 度 要 低 。 

第 一 方法 的 优点 是 ,只 要 Jacobi 矩阵 存在 ,总 可 以 着 手 进 行 判 断 ; 缺点 是 仅 可 能 得 到 局 
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部 渐 近 稳定 的 结论 。 

若 直 (GD) 一 Ax(D) 在 x 一 0 渐 近 稳定 , 则 结合 Lyapunov 方程 ,一 定 能 够 给 出 吸引 域 的 估 
计 值 。 

利用 第 一 方法 判断 稳定 性 ,首先 要 把 非 零 平衡 点 平移 到 原点 ,其 次 求解 Jacobi 和 矩阵、 建 
立 线性 化 系统 ,进而 利用 以 前 讲 过 的 定常 线性 系统 的 稳定 性 判 据 进行 判别 。 

对 于 时 变 的 非 线性 系统 ,也 可 以 在 平衡 点 建立 其 线性 化 系统 ,但 一 般 说 来 线性 化 系统 也 
是 时 变 的 ,因而 判别 方法 的 复杂 度 较 高 ,难以 应 用 。 


4.6 Lyapunov 方程 的 扩展 应 用 : 衰减 上 界 和 吸引 区 的 估计 

对 于 定常 线性 系统 ,Lyapunov 方程 可 以 通过 求解 线性 方程 组 构造 第 二 方法 需要 的 定 号 
函数 ,进而 判别 平衡 点 或 系统 稳定 性 。 除 此 之 外 ,对 于 渐 近 稳定 的 定常 线性 系统 ,Lyapunov 
方程 可 以 用 来 进一步 估计 系统 的 衰减 速率 , 即 评 估 快 速 性 ; 对 于 可 用 第 一 方法 判别 为 局 部 
渐 近 稳定 的 定常 非 线性 系统 , 则 可 以 进一步 用 Lyapunov 方程 来 估计 吸引 区 ,得 到 吸引 区 的 
一 个 也 村。 


4.6.1 渐 近 稳定 系统 衰减 率 的 估计 
考虑 阶 定常 线性 系统 


x(t) = Ax(t), t € [0,°°) (4. 6. 1) 
设 原点 x. 二 0 是 唯一 的 平衡 点 , 且 渐 近 稳 定 。 因 此 ,系统 有 任意 非 零 初始 状态 x(0) 引 起 自 
由 响应 都 将 随 着 时 间 推 移 趋 于 原点 。 


直观 理解 , 随 着 系统 状态 x(1) 一 0, 其 对 应 的 系统 长 度 , 或 者 说 直接 方法 中 的 能 量 函 数 
V(x) 也 趋 于 零 。 考 虑 到 V(x) 代表 的 能 量 尺度 的 相对 性 ,单纯 的 1V(x) | 难以 有 效 评估 真实 
的 衰减 过 程 。 

实际 上 ,能 量 V(x) 的 平均 取 值 越 小 .能 量 衰减 速度 |V(x) | 平均 取 值 越 大 , 则 x 一 0 的 
速度 就 越 快 。 因 此 ,可 以 引入 


__ VC) 
1 =—— ye) (4. 6.2) 


来 表示 系统 的 误 减 快慢 ,7 总 体 上 越 大 , 则 衰减 越 快 。 
式 (4. 6.2) 两 端 对 时 间 进 行 积 分 : 


+ VExCs)], 0 1 
上 wu ,Whee 区 TEx Ls 
- i _ 1 VLx(0)] 
=]lnV[Lx(0)]— lnVLx()] = ln VExcJ (4.6.3) 
进而 可 得 
V[x(GD)] = VLx(0)Je lo (4.6.4) 
若 能 得 到 常数 


nl Vi 
n=— min|— ve (4.6.5) 
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代入 式 (4. 6.4) 可 得 
VILxC)] < VExC0) Je dons < VEx(0)]Je™ (4.6.6) 
于 是 就 得 到 了 V(x) 随 时 间 衰 减 的 指数 函数 上 界 。 
对 于 定常 的 线性 系统 ,V(x) 是 状态 向 量 的 二 次 型 函数 ,确实 可 以 得 到 m 的 估计 值 。 为 
了 表达 和 证 明 误 减 上 界 mh ,需要 如 下 关于 和 矩阵 的 两 个 结果 。 
引 理 4.6.1 对 于 二 次 型 函数 x Hx, 有 
d(x Hx) 
dx 
9x Hx) _ 和 
将 


一 2Hx 二 人 7 


d(x'Hx) 
局 


引 理 4.6.2 若 方 阵 G、H 对 称 , 其 中 至 少 有 一 个 例如 G 正定 或 半 正 定 , 则 矩阵 乘积 CH 
或 HG 的 特征 值 都 是 实数 ; 若 G 和 HH 都 是 对 称 正定 的 , 则 GH 或 HG 的 特征 值 都 是 正 实数 。 
若 x. 二 0 是 系统 (4.6.1) 渐 近 稳 定 的 平衡 点 , 则 对 于 任意 给 定 的 正定 矩阵 Q,Lyapunov 
方程 
A™P+PA+Q=0 (4.6.8) 
有 唯一 对 称 、 正 定 的 解 和 矩阵 PP。 根据 Lyapunov 直接 方法 ,此 时 


V(x) = xTPx, V=—x'Qx (4. 6.9) 
代入 式 (4. 6. 5) ,得 


_ i Veo) 
ml Vx) 


ni ORY 
min [yr pr) 


一 min(x (DQx(n) | x (DPx() = 1} (4. 6. 10) 
对 于 等 式 约束 的 最 优化 问题 (4. 6. 10) 应 用 Lagrange 乘 数 法 ,引入 Lagrange 乘 子 /, 构 
建 辅助 函数 


f=x'()Qx) — px pr) —1] (CA 
式 中 乘 子 jy 前 的 符号 正 负 不 影响 最 终结 果 。 结 合 引 理 4. 6. 1, 驻 点 方程 为 
3 2Q0x —2uPx = 2(Q—pP)x=0 (4. 6.12) 
等 价 于 
(PQ—pE)x—0 (4.6.13) 
即 
Pp-Qx = jx 卫生 至 


注意 到 x 了 0, 所 以 , 乘 子 y 就 是 矩阵 P 'Q 的 特征 值 ,而 驻 点 x 二 xo 是 对 应 于 w 的 特征 向 量 。 
P71! 和 Q 都 是 对 称 正定 矩阵 ,根据 引 理 4. 6.2,y 是 实数 。 
把 驻 点 x* 一 xzo 代入 式 (4. 6. 14) ,得 
一 C4. 6.15% 
两 端 左 乘 ziP 得 
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Or =— Pv = jl1=y (4.6.16) 
所 以 ,等 式 约束 的 最 优化 问题 (4. 6. 10) 的 极 值 就 是 矩阵 P70 的 特征 值 /。 注 意 到 P71Q 有 
n 的 正 实数 特征 值 ,所 以 P71'Q 的 最 小 特征 值 4ws(P”'Q) 就 是 要 求 的 最 小 值 m。 
基于 以 上 结果 ,结合 式 (4. 6.9), 有 
xT (DPx(1) <xT 0)Px (0)e rn or (4. 6.17) 
读者 或 许 会 有 这 样 的 疑问 : 为 了 判断 阶 系统 的 衰减 上 界 , 就 要 求解 一 个 n 阶 和 矩阵 的 
特征 值 ,从 计算 复杂 度 的 角度 看 这 样 的 处 理 优势 何在 ?问题 的 关键 在 于 ,矩阵 了- 'Q 的 特征 
值 都 是 正 的 实数 ,因此 ,只 需 在 实 轴 的 正 半 轴 而 不 是 整个 复 平面 上 确定 特征 值 。 
为 了 计算 MumCP-O) ,形式 上 要 计算 P71! 和 和 矩阵 P71Q 的 特征 多 项 式 。 然 而 ,由 于 
0=detQE — P70) 
=detPdet(XE — P70) 
=det[P(E — P70)] 
=det(AP 一 O) (4. 6.18) 
这 样 就 避免 了 计算 已- 。 
一 个 简单 的 衰减 上 界 Xsi,(P 1Q), 可 以 取 0 二 E, ,这 样 计算 hwin(P 7! ) 就 可 以 了 。 由 于 
首 和 矩阵 的 特征 值 与 原 和 矩阵 的 特征 值 互 为 倒数 ,而 Xs, (P71) 恰 好 就 是 P 的 最 大 特征 值 的 
倒数 。 
在 此 需要 指出 ,这 里 求解 的 衰减 上 界 是 针对 函数 V(x) 二 x "Px 的 , 即 式 (4. 6.17), 还 不 
是 系统 状态 变量 x(t) 自 身 的 衰减 上 界 。 
用 ws 和 Xs 分 别 代表 最 小 和 最 大 特征 值 。 根 据 二 次 型 函数 的 性 质 , 有 
Mn PI INC wT CNPY)s x CP Nm PIxT GN) C4 6.197 


所 以 
有 xT(t)Pxr(t)，xT(0)Px(0) < Am (P)xT (0)x(0) (4.6.,20) 


结合 式 (4. 6. 17) 可 得 


1 
MP) 


xT (Dx(2) <— LxT()Px() 


Mum P) 
1 3 一 1 
= Ss Anin (PO) 
STP) (0)Px (0)e 
pT (0x0 etn 0 (4.6.21) 
这 是 对 状态 向 量 的 平方 和 
XITCDxC) 一 3) 十 … 十 22(Ct) (4. 6.22) 


的 衰减 上 界 的 一 个 估计 。 
再 来 看 系统 输出 变量 的 衰减 上 界 估计 问题 。 设 


y() =ex(t) = [ei … co] 


Tn 
一 站 2 十 “二 tors (4. 6. 23) 
为 系统 (4. 6.1) 的 一 个 输出 变量 。 根 据 向 量 的 Cauchy 不 等 式 . 有 
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一 [egg 
= i 
6" Kw (4. 6.24) 
结合 式 (4. 6. 21) ,得 
Om KE 


< [px xTCO)xCO)cc7 ]s 2 (4. 6.25) 


这 就 是 输出 变量 y(7) 的 一 个 衰减 上 界 估 计 。 


4.6.2 吸引 区 的 估计 


考虑 n 阶 定常 非 线 性 系统 
ED = flLx(2)]s EE€ L055) (4. 6.26) 
设 原点 x. 二 0 是 系统 的 孤立 平衡 点 。 
根据 Lyapunov 第 一 方法 即 间接 方法 的 相关 内 容 ,系统 (4. 6. 26) 可 表示 为 
(1) = Ax(t) 十 gLx(D] (中 时 :和 
其 中 ， 
= FO(0) = EL] ev (4. 6. 28) 
为 Jacobi 矩阵 FLx()] 在 平衡 点 x. 二 0 处 的 取 值 ,向 量 函 数 g[x(7)] 为 状态 向 量 x(7) 的 高 阶 
无 穷 小 , 即 


lim stxH1N 一 0 (4. 6. 29) 
lzl=o xCz) | 
其 中 
xD ?= z+ 二 +z = x'x (4. 6. 30) 
式 (4. 6.29) 表 明 , 存 在 正 的 常数 k 和 6, 使 得 
lg(z) =rlxl (4. 6.31) 
设 近似 线性 化 系统 
X(t) = Ax(t) (4. 6. 32) 
在 x 二 0 渐 近 稳定 , 则 Lyapunov 方程 
ATP+PA+E,=0 [元 
有 了 唯一 对 称 、 正 定 的 解 矩 阵 已 。 与 之 相对 应 ， 
VCr = xTPr， 立 = 一 xzTOr (4. 6. 34) 
现在 ,尝试 把 正定 函数 
V(x) 一 xzTPx (4. 6.35) 


由 近似 线性 化 系统 (4. 6. 32) 扩 展 应 用 到 非 线 性 系统 (4. 6. 27) ,关键 的 问题 在 于 ,V(x) 沿 着 
非 线 性 系统 (4. 6. 27) (而 不 是 线性 化 系统 (4. 6. 32)1) 的 轨迹 的 导数 V(x) 能 否 在 包含 x. 二 0 


的 某 个 区 域内 负 定 ,以 及 如 何 估计 该 区 域 的 边界 。 这 需要 导数 V(x) 的 量化 表达 和 进一步 
处 理 。 
根据 引 理 4. 6. 1 ,结合 系统 (4. 6. 27) 的 状态 方程 和 Lyapunov 方程 (4. 6. 33), 有 
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了 

立 = [Se]: = (2Px)Tf(x) 
=2x'P[Ax 二 g(x)] 

=2xTPAx + 2x' Pg (x) 
=x'(ATP PA)x++2x'Pg (x) 
= —E w+ 2 Pe) 


=— | x| :+2x'Pg (x) 


<— |xl?+2|x| aCP) || gcx) | (4. 6. 36) 
结合 式 (4. 6. 31) ,有 
立 = 一 外 zl: 十 2 以 ssCP) xl (4.6.37) 
若 取 
r= 5 [2 (Pp) (4. 6. 38) 
BRA mon CP) 
则 
xl 二 + 二 VQ) 负 定 (4.6.39) 
同时 ,由 于 
ER (4.6.40) 
所 以 
xTPxr <<)Mun(P)r2 一 zl < (4. 6.41) 
这 样 , 在 区 域 
G= {x|x'Px A Pr} (4. 6.42) 
上 ,V(x)==xTPx 正定 ,V(x) 负 定 , 等 势 面 
{x | xTPx =d, 0<d<=Aann (Pr) (4. 6.43) 


作为 超 椭 球面 闭合 。 因 此 ,发 自 G 一 {0} 的 初始 状态 最 终 都 要 趋 于 零 ,G 就 是 吸引 区 的 一 个 
估计 。 
在 式 (4. 6.36) 中 ， 
0 (4. 6. 44) 
的 处 理 只 是 为 了 表达 简便 ,针对 具体 问题 ,可 能 有 保守 性 更 小 的 处 理 方式 ,以 期 获得 尽量 大 
的 + 的 估计 值 ,从 而 得 到 更 好 的 吸引 域 估计 G。 
【 例 4.6.1】 考虑 系统 


ZX1 一 一 Ia 
Zs = Zi (zi — 1)zs (4.6.45) 
在 x. 王 0 的 稳定 性 以 及 可 能 的 吸引 区 的 估计 问题 。 
该 系统 的 Jacobi 矩阵 
0 ll 
rw =| | (4.6.46) 
1 站 2 ;省 一 1 


近似 线性 化 系统 矩阵 


第 4 章 ”系统 运动 的 稳定 性 115 


0 | 让， 一 
4 一 F(0) = | | = | | (4.6.47) 
1 二 总 六 = 二] 1 =z2=0 = 
代入 Lyapunov 方程 (4. 6. 33) , 求 得 唯一 解 
| 要 9 
P= (4. 6. 48) 
一 0.5 1 
为 正定 矩阵 ,因此 x。 二 0 渐 近 稳定 。 同 时 求 得 
Mnin(P) 一 (5 一 V5)/4 (4. 6.49) 
为 估计 吸引 区 ,设计 正定 函数 V(x) 二 xTPx ,该 函数 沿 系统 (4. 6. 45) 的 轨 线 的 导数 是 
立 = 一 (好 十 邓 ) 一 (zz 一 2x23) 
魏 一 (好 十 码 ) 十 | za || zz ||z 一 2zs | (4.6.50) 
由 于 
[zl xl (4. 6.51) 
才 2 3 
| zazs [SI x || zs <#+ x (4. 6.52) 
4 
| -十 | I 2 xl = xl C4.6.53) 
Xs 
所 以 有 
VvV<— zl:+|rl (4.6.54) 
于 es 
1xl 二 r= 2/V5 二 VQ) 负 定 (4. 6.55) 
计算 得 
和 一 
an(P)7 =1 译 (4.6.56) 


至 此 , 求 得 吸引 区 的 一 个 估计 
G= {x | xPxr<1—1/y5)} (4. 6.57) 


在 本 例 中 ,关键 的 一 环 是 式 (4. 6. 50) 一 式 (4. 6.54) 对 V 上 界 的 尽 可 能 接近 的 估计 ,对 应 
式 (4.6.36) 中 对 高 阶 无 穷 小 项 xTPg (x) 的 处 理 。 不 同 的 技巧 会 导致 最 终 吸 引 区 估计 的 
不 同 。 

这 里 为 了 便于 分 析 , 在 Lyapunov 方程 中 取 0 二 E,。 实 际 上 ,这 样 的 选取 不 一 定 是 最 优 
方案 。 

如 果 涉 及 数值 计算 ,从 方法 的 原理 上 看 , 式 (4.6.56) 中 的 Mn(CP)7 以 及 式 (4. 6.57) 中 
的 1 一 1/V5 不 能 按照 通常 的 四 舍 五 人 来 处 理 , 而 应 当 去 尾 。 例 如 ,对 于 1 一 1/V5 一 0. 552786…， 
若 要 精确 到 小 数 点 后 4 位 , 则 应 取 0.5527 ,而 不 是 0.5528 。 

注意 ,在 利用 Lyapunov 方程 估计 吸引 区 的 过 程 中 ,虽然 有 V(x) 二 x Px , 同 线性 情形 一 


样 ,但 由 于 是 针对 非 线性 系统 的 状态 轨迹 求 导 , 所 以 V== 一 xTE,x 二 一 xTx 已 经 不 再 成 立 。 
因此 ,前述 诸如 ea "0 的 函数 不 能 用 来 估计 非 线性 系统 的 衰减 上 界 。 
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本 节 讨 论 的 衰减 上 界 和 吸引 区 估计 ,原则 上 也 可 用 于 时 变 系 统 ,但 要 找到 V(x,t) 和 
V(x,D 的 不 显 含 时 间 的 界 函 数 。 因 此 ,类 似 的 方法 不 具有 一 般 性 。 


4.7 稳定 性 概念 的 扩展 : 指数 稳定 和 有 界 性 


回顾 估计 定常 系统 系统 衰减 上 界 的 内 容 , 得 到 的 上 界 是 借助 于 指数 函数 ew' 来 表示 
的 ,而 指数 函数 的 收敛 或 发 散 形态 是 为 人 们 所 熟知 的 。 因 此 ,把 渐 近 稳定 系统 的 收敛 特性 进 
一 步 描述 为 指数 形式 ,是 人 们 的 自然 期 许 。 
考虑 n 阶 时 变 非 线 性 自治 系统 
WD = LD wih) = 和 Lres) 人 HM; 入 
设 原点 x. 二 0 是 系统 的 一 个 孤立 平衡 点 。 
定义 4.7.1 对 于 系统 (4.7.1)， 
(1) 若 存在 正 的 常数 上 AM、c ,使 得 
TxG) ex < rx) | e* 要; 殉 剖 
则 称 平衡 点 x. 二 0 局 部 指数 稳定 。 
(2) 若 对 任意 的 初始 状态 x(1o) ,总 有 
xD Rl xC) le™ .7 
则 称 平衡 点 x。 二 0 全 局 指数 稳定 。 
按照 这 个 定义 ,结合 定常 线性 系统 衰减 上 界 的 估计 ,可 知 渐 近 稳定 的 定常 线性 系统 必 为 
指数 稳定 ,而 且 是 全 局 指数 稳定 。 
定理 4.7.1 对 于 系统 (4.7.1)， 
(1) 车 存在 包含 原点 的 区 域 D, 正 的 常数 、ks、ksva 以 及 函数 VCxz,z) ,使 得 
Ve wl" 


OE VD = YE) /Da 
则 x. 二 0 是 局 部 指数 稳定 的 。 
(2) 若 进一步 有 D 二 R", 则 平衡 点 x. 二 0 是 全 局 指数 稳定 。 
实际 上 ,在 定理 条 件 (4.7.4) 下 ,存在 足够 小 的 常数 c, 使 得 
lxG) 1 < lx 1 < (名 | xc) ‖ ee (4.7.5) 
根据 定理 4.7.1 给 出 的 指数 稳定 判 据 , 例 4. 3. 1 一 例 4. 3. 3 和 定理 4.4.2 的 情形 都 属 


于 指数 稳定 。 

对 于 不 是 渐 近 稳定 的 系统 , 若 系统 的 状态 响应 在 过 渡 过 程 和 稳 态 过 程 阶 段 都 能 满足 一 
定 的 有 界 要 求 ,也 完全 可 能 满足 应 用 需要 。 这 就 涉及 有 界 性 (boundedness) 和 最 终 有 界 性 
(也 称 毕 竟 有 界 性 ,ultimate boundedness) 两 个 概念 。 

定义 4.7.2 对 于 系统 (4.7.1)， 

(1) 若 存 在 与 无 关 的 正常 数 c,to 宇 0, 对 于 每 个 a€ (0,c) ,存在 与 加 无 关 的 8 一 BCa) 二 0， 
使 得 

IxG) 1 <a= lxW 1 < tn (4.7.6) 
则 称 系统 的 状态 响应 一 致 有 界 。 


第 4 章 ”系统 运动 的 稳定 性 117 


(2) 若 式 (4.7.6) 对 于 任意 大 的 a 都 成 立 , 则 称 系统 的 状态 响应 全 局 一 致 有 界 。 
(3) 车 存在 与 无 关 的 正常 数 5,c,to 宇 0, 存 在 与 to 无 关 的 T= 二 T(a,5) 宇 0, 使 得 
IxGd) 1 <a= lx) < t+T 钴 束 允 
则 称 系统 的 状态 响应 一 臻 最 终 有 界 , 且 最 终 边界 为 0。 
(4) 若 式 (4.7.7) 对 于 任意 大 的 a 都 成 立 , 则 称 系统 的 状态 响应 全 局 一 臻 最 终 有 界 。 
注意 ,有 界 性 是 针对 系统 状态 响应 的 概念 ,不 是 平衡 点 。 
定理 4.7.2 ”对 于 系统 (4.7.1) , 若 存在 正 的 常数 局 .As se 以 及 函数 VCz,z) ,使 得 
Rlxl?<Vx,) SR x)’ 


Wnsil = 将 +( 旺 ey) a Pe 八 让 让 We 
则 对 于 任意 的 初始 状态 x(t。) ,有 
| xcz) 1 << 乱 x20) ‖ ?eRe te 和 [1 一 eero] (4.7.9) 
证 明 : 根据 式 (4.7. 8), 有 
—h lx? te — VD) +e 
= 息 | xco 1 2 十 (4.7.10) 
和 
V(z 入 一 已 xl: 十 s 
<— AV x0) +e (4.7.11) 
两 端 同时 乘 以 ev-w ,得 
co Vt) + 外 et GV (xt) < se 站 cr (4.7.12) 
上 式 左 端 恰 为 
d[eee-oVCx,D]/di (4.7.13) 
因此 ,对 式 (4.7.12) 两 端 积分 ， 
il d[eac-oVCr,s)] 过 站 eds (4.7.14) 
计算 得 l l 
晤 coV[xCt) ,可 一 VEx(to) te 人 [Te = (元 
两 端 同 时 乘 以 eS4-%) ,得 
V[x OD) 1] < eR VE), 人 十 ex 天 加 一 e 堆 c-o] (4.7.16) 
由 式 (4.7.8) 得 
V[xGo) 4] SR lx) 1 xl <EVIxD Ca 7 19 


代入 式 (4.7.16), 即 得 
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和 
Nx < lx) | re 十 se 全 [1 — eR] (4.7.18) 
1 3 


证 明 完 成 。 
该 定理 首先 给 出 了 任意 :全 如 时 刻 状态 分 量 平方 和 的 上 界 , 即 式 (4. 7. 18); 进而 ,在 
式 (4.7.18) 中 令 盖 co ,由 于 


2 
e bo 一 0 (4.7.19) 
所 以 有 
lx(oo) :<e =d (4.7.20) 
3 


即 状态 分 量 平方 和 的 最 终 边界 是 常数 < 全。 


在 某 些 系统 的 控制 律 设计 中 , 当 外 部 干扰 满足 匹配 条 件 ( 从 控制 通道 进入 系统 ) 时 ,可 以 
把 e 作为 控制 律 参数 ,使 得 闭环 系统 满足 定理 4.7.2 的 条 件 , 从 而 得 到 式 (4. 7. 20) 的 结果 。 
令 s 足 够 小 ,就 能 得 到 任意 小 的 稳 态 误差 。 这 种 做 法 的 一 个 不 足 之 处 ,是 状态 轨迹 往往 在 误 
差 带 边 界 士 Vd 之 间 频 繁 甚至 高 频 振荡 。 


本 章 小 结 

本 章 的 核心 是 Lyapunov 稳定 性 的 各 种 概念 以 及 判别 方法 ,包括 稳定 、 渐 近 稳 定 、 指 数 
稳定 最终 有 界 性 、 一 致 性 .全 局 性 \ 间 接 方法 直接 方法 .吸引 区 估计 等 。 

间接 方法 和 直接 方法 各 有 优 缺 点 ,吸引 区 的 估计 将 二 者 相互 融合 ,对 于 一 般 的 非 线性 系 
统 稳定 性 分 析 具 有 重要 的 理论 意义 和 应 用 价值 。 

本 章 有 两 处 容易 因 望 文生 义 而 出 错 : 一 是 Lyapunov 稳定 不 等 于 不 发 散 ,二 是 满足 
Lyapunov 函数 正定 导数 负 定 的 区 域 未 必 为 吸引 区 。 这 都 是 多 数 教材 不 曾 强 调 的 。 


习题 4 
4.1 判断 下 列 二 次 型 是 否 正定 
(1) VCo) 一 2z 十 3z2 十 2 十 2zizs 一 2zizs 
(2) VCz) 一 8z 十 3z8 十 妇 一 8zizs 一 2zizs 十 2zozs 
(3) V(x)=2zf 二 zx —27r1z2 一 zs 
(4) V(x)=10x?+4z2 二 x2 十 2717s —2727T3 CO—471zs 
(5) VCz) 一 Zizs 十 2zzzs 十 4ziz3 


4.2 已 知 线性 定常 系统 
和】 0 0 
0 0 由 中 
250 0 一 5 10 


y=[—25 5 0]x 
(1) 判断 平衡 点 x. 二 0 的 稳定 性 ; 
(2) 判断 系统 是 否 为 BIBO 稳定 。 


让 二 
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4.3 已 知 系统 


(1) 求 出 系统 全 部 平衡 点 ， 
(2) 求解 各 个 平衡 点 的 线性 化 状态 方程 ,判断 平衡 点 是 否 为 渐 近 稳定 。 
4.4 判断 系统 


Zi 一 2 
Xs =— Xi — XIxz 
在 平衡 点 x。 一 0 是 否 为 全 局 渐 近 稳定 。 
4.5 判断 系统 
二 
Zs =— Xi 一 Taz 


在 平衡 点 x. 二 0 是 否 为 全 局 渐 近 稳定 。 
4.6 已 知 线性 时 变 系统 
0 1 
| -中 区 本 
让 
取 VCxr 一 好 十 (十 1)z3 ,判断 平衡 点 x。 二 0 是 否 为 全 局 渐 近 稳 定 。 
4.7 已 知 线性 定常 系统 


QI Qi2 
= AX= | F 


ad21 22 
用 Lyapunov 方程 证 明 : 平衡 点 x 二 0 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 |A | 二 0,au 十 azs 二 0。 
4.8 用 Lyapunov 方程 判断 系统 


区 上， ,| 
ee x 
2 一 多 
平衡 点 xe=0 的 稳定 性 。 
4.9 设 单 输出 系统 x 二 Ax,y 二 cx 渐 近 稳定 ,P 是 Lyapunov 方程 P4 十 4IP 二 crc 一 0 
的 对 称 正定 解 。 证 明 : [ya = xT™(0)Px(0)。 
4.10 分别 用 Lyapunov 第 一 和 第 二 方法 判别 系统 


2 =— Xi 二 zz 十 zx1(zxf 十 x$) 


Ls =— Zi1 — zat za(zt + 22) 


在 平衡 点 x. 二 0 的 稳定 性 。 


| 要 


线性 系统 的 反馈 控制 


综合 是 和 分 析 相 反 的 命题 。 在 分 析 问 题 中 ,所 面 对 的 是 已 知 的 系统 结构 和 参数 及 外 输 
入 作用 ,而 有 待 研究 的 是 系统 运动 的 定性 行为 (如 能 控 性 、 能 观测 性 、 稳 定性 等 ) 和 定量 的 变 
化 规律 。 但 在 综合 问题 中 ,情况 恰好 相反 ,这 里 已 知 的 是 系统 的 结构 和 参数 ,以 及 所 期 望 的 
系统 运动 形式 或 其 某 些 特征 ,所 要 确定 的 则 是 需要 施加 于 系统 的 外 输入 作用 , 即 控制 作用 的 
规律 。 通 常 ,这 种 所 定 出 的 控制 系统 规律 常 取 为 反馈 的 形式 。 无 论 在 抗 扰动 或 抗 参数 变动 
方面 ,反馈 系统 的 性 能 都 远 优越 于 非 反馈 系统 。 

本 章 将 以 状态 空间 描述 和 状态 空间 方法 为 基础 ,直接 在 时 间 域 内 来 讨论 线性 反馈 系统 
的 综合 问题 。 并 且 将 主要 讨论 在 不 同形 式 的 性 能 指标 下 线性 定常 系统 的 反馈 控制 规律 的 综 
合 方法 。 显 然 , 对 综合 问题 的 整个 研究 都 是 建立 在 系统 分 析 的 基础 之 上 的 ,其 中 需要 用 到 
在 系统 的 分 析 中 所 引入 的 许多 概念 及 所 引导 出 的 相应 的 结果 与 方法 。 区 别 于 本 章 中 所 讨论 
的 时 间 域 方法 的 另 一 类 线性 定常 反馈 系统 的 综合 方法 为 复 频率 域 综合 方法 ,具体 将 在 第 11 
章 中 进行 详细 讨论 。 


5.1 状态 反馈 和 输出 反馈 
1. 控制 律 的 结构 形式 


考虑 线性 定常 控制 系统 
X(Gt) = Ax(1) + Bult) 
y(t) = Cx (1) 三 :记功 
x( 四 是 维 状态 向 量 ,u(t) 是 p 维 控制 向 量 ,y(7) 是 g 维 输出 向 量 。 
形 如 
u(t) =— Kx(t) + v(t) (6 
的 控制 律 称 为 状态 反馈 , 形 如 
ult) =— Fy(t) + v(t) [47 二 网: > 


的 控制 律 称 为 (静态 ) 输 出 反馈 。 

两 式 中 v() 是 新 的 控制 输入 ,反映 了 控制 律 设计 的 阶段 性 ; K 和 下 是 反馈 增益 矩阵 , 阶 
数 分 别 是 pXn 和 pp Xg, 元 素 是 否 和 时 间 + 有关, 决定 了 控制 律 作 为 系统 ,是 时 变 的 还 是 定 
常 的 。 

对 于 输出 反馈 ,结合 输出 方程 ,有 

u(t) =— Fy(t) + v(t) 
=— FCx (1) + v(t) CO 

所 以 ,输出 反馈 是 状态 反馈 的 特例 。 

在 设计 状态 反馈 时 ,全 部 状态 变量 都 是 可 供 利用 的 ; 在 设计 输出 反馈 时 ,只 有 输出 变量 
可 供 利用 。 注 意 到 输出 变量 一 般 远 少 于 状态 变量 ,y(t) 二 Cx (7) 是 从 x() 到 y(t) 的 不 可 道 
变换 ,必然 损失 信息 。 所 以 ,从 系统 信息 的 角度 说 ,状态 反馈 要 优 于 输出 反馈 。 
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把 控制 律 (5. 1.2) 和 (5. 1.3) 分 别 代 入 系统 (5. 1. 1) ,得 闭环 系统 
X(t) = (A— BK)x(1) + Bvt) 
(= Ch €5. 1.5) 


(1) = (A— BFC)x(t) + Bvt) 
y(1) = Cx Cr) (5.1.6) 
显然 ,反馈 增益 矩阵 K 和 下 都 各 自 成 了 闭环 系统 矩阵 的 一 部 分 ,改变 了 原来 的 系统 矩阵 ,或 
者 说 ,反馈 增益 矩阵 的 元 素 作为 控制 参数 ,出 现在 闭环 系统 中 ,以 改善 系统 性 能 。 
注意 到 和 矩阵 K 的 元 素 多 于 矩阵 下 ,而 更 多 的 控制 参数 有 望 获得 更 好 的 系统 性 能 。 这 也 
可 以 说 明 ,状态 反馈 在 控制 参数 的 个 数 或 自由 度 上 要 优 于 输出 反馈 。 
2. 闭环 系统 的 传递 函数 矩阵 
系统 (5.1.1) 的 传递 函数 矩阵 为 


Gu (Cs) 一 CCGE 一 人 ) 一 及 全 :1 并 
其 中 从 控制 向 量 到 状态 向 量 的 传递 函数 矩阵 为 
Gu (Cs) = (5 一人) 一 有 全 


图 5.1. 1 为 状态 反馈 的 框图 。 子 系统 G(s) 的 输出 为 状态 向 量 x, 而 G(*) 和 常 值 和 矩阵 
K 表示 的 子 系统 是 反馈 联结 ,因此 ,根据 第 2 章 子 系统 反馈 联结 时 的 传递 函数 矩阵 表达 ,从 


输入 到 x 的 传递 函数 矩阵 为 
Gos) = GI()LE KG.(s)] 5, 1.99 
或 
Gu (s) = [E+G(s)G(s)] G(s) (5, 1..10) 


结合 系统 的 输出 方程 ,就 得 到 从 输入 v 到 输出 y 的 闭环 传递 函数 矩阵 为 
Go 一 CG (s) 
一 CG (5)[ 忆 十 KG Cs)]! 
=C(sE — A)!BLE + K(sE —A)B]! 
=G,,(s)[LE+K(sE —A) BJ]! 和 下 了 


G(s) 一 CC (5) 
一 C[LBE 十 G(s)G:(s)] 1G (s) 
一 C[LBE 十 (sE 一 A) 一 BRK] (一 人) 一 有 3 | 
式 (5.1.11) 形 式 上 较为 规整 。 


妹 ” 堵 u x p 


| | G(s) -| C 上 一 一 
VK | 


图 5.1.1 状态 反馈 
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图 5.1.2 为 输出 反馈 (5. 1. 3) 的 框图 。 子 系统 C.-(*) 和 常 值 矩阵 C 表示 的 子 系统 经 串 
联 联结 (传递 函数 矩阵 为 CG,。(s) ) ,再 与 常 值 矩阵 下 表示 的 子 系统 反馈 联结 。 因 此 ,闭环 传 
递 函数 矩阵 为 


G。 (5) =CG1 (YLE + FCG, Cs)! 
=C(sE — A)-'BLE + FC(GsE — A)-'B]! 
一 Gu (HLE + FG,, Cs) 本 5. L190 


G(s) 一 [下 十 CG CD)F CG CS) 
=[E+C(sE 一 人) 一 BF CCE 一 人) 一 有 


=[E++G,, (FG,, (s) 65; 1 14% 
vv ， 
tw “oa 上 [ec T 
Fr i 
图 5.1.2 输出 反馈 


由 于 输出 反馈 是 状态 反馈 的 特殊 形式 , 式 (5. 1.13) 也 可 在 式 (5.1.11) 中 取 K=FC 得 到 。 
3. 状态 反馈 与 能 控 性 和 能 观测 性 
系统 (5.1.1) 的 能 控 性 判别 矩阵 为 


Q=[B AB … 4 一 B] (5, 1.15) 
闭环 系统 (5.1.5) 的 能 控 性 判别 矩阵 为 
Or 一 [B (4 一 BK)B … (A—BK)"!B] (5. .1 
因为 
(A—BK)B=AB—BXxXKB (5. 1.17) 


所 以 (4 一 BK)B 是 B、AB 的 线性 组 合 , 亦 即 (4 一 BK)B 的 各 列 是 B、AB 的 各 个 列 的 线性 组 
合 。 同 理 ， 
(A—BK):B 
= [42: — ABK — BKA — BKBK JB 
= [A’: — ABK — BKA — BKBK JB 
AB—ABXKB—BxXKAB—BxKBKB 全 到》 
即 (4 一 BK)2? 的 各 列 是 B、AB 、42: 各 列 的 线性 组 合 。 以 此 类 推 ,可 知 Qk 的 各 列 总 能 被 @ 
的 各 列 线性 表示 ,因此 


rankQr < rankO 5 L109) 
另 一 方面 ,由 于 
A= (A— BK)++BK (5 L200 
同 理 可 得 
rankQ < rankQk (5, 1.21) 
因此 必 有 


rankQr = rankO (C5, 1.22) 
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即 闭环 系统 和 开 环 系统 的 能 控 性 相同 , 亦 即 状 态 反馈 不 改变 系统 的 能 控 性 。 


状态 反馈 是 否 


一 定 保持 系统 的 能 观测 性 呢 ? 


【 例 5.1. 1】〗 考虑 系统 


能 观测 性 判别 矩阵 


w= | | 
x(1) = x(z) 十 u(t) 
0 3 L 


秩 为 2, 于 是 系统 能 观测 。 


取 状 态 反 


闭环 系统 为 


能 观测 性 判别 矩阵 


y== Ll Ll 5 LL 
区 Fa 
站 (5 1.24) 
CA 全 看 
u Kx+v [0 4 十 v 二 
1 2 0 
X(t) = | | +| Be 
| 1 
yD) =[1 1jx() (5 1.28) 
[aa 
站 (5, 1.27) 
C(A—BK) 1 1 


秩 为 1, 因此 ,闭环 系统 不 能 观测 ; 另外 , 若 取 


则 闭环 系统 能 观测 
这 个 例子 表明 


下 一 [0 5] (5. 1. 28) 


,状态 反馈 有 可 能 改变 系统 的 能 观测 性 。 


4. 输出 反馈 与 能 控 性 和 能 观测 性 
输出 反馈 (5. 1. 3) 作 为 状态 反馈 的 特例 ,自然 也 不 改变 系统 的 能 控 性 。 
考虑 输出 反馈 的 闭环 系统 (5. 1. 6) 。 其 对 偶 系 统 是 


x(t) = (一 4T 十 CTFTBT) 元 (1) 十 CT i001) 
y(t) = BT x(t) (5. 1. 29) 


从 形式 上 看 ,这 是 系统 


与 状态 反 


骂 


构成 的 闭环 系统 。 


(1) =— AT x(1) + CTw(t) 
y(1) = BT x(t) (5. 1. 30) 
w= FB x(t) + T(t) Waly 


由 于 状态 反馈 不 改变 能 控 性 。 因 此 ,闭环 系统 (一 人 十 CIFTBT,CT) 和 系统 (一 人,C7) 
的 能 控 性 相同 ; 根据 对 偶 原 理 , 系 统 ( 一 4A 二 BFC:C) 和 系统 (一 人 A,C) 的 能 观测 性 相同 。 因 为 
系统 (一 A,C) 和 系统 (4,C) 的 能 观测 性 判别 矩阵 具有 相同 的 秩 , 所 以 系统 (4 一 BFC,C) 和 系 
统 (4,C) 的 能 观测 性 相同 , 即 输出 反馈 不 改变 系统 的 能 观测 性 。 


这 个 结论 也 可 


由 系统 (5. 1. 6) 和 系统 (5. 1.1) 的 能 观测 性 判别 矩阵 的 行 可 由 彼此 的 行 线 
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性 表示 来 证 明 。 


5.2 极点 配置 


1. 极点 配置 概述 
考虑 线性 定常 控制 系统 
X(t) = Ax(1) + Bult) 
y(t1) = Cx(t) (5 
x( 四 是 nn 维 状 态 向 量 ,u() 是 p 维 控制 向 量 ,y(7) 是 g 维 控制 向 量 。 给 定 n 个 期 望 的 闭环 系 
统 极 点 
(AM )} 5. 
可 以 是 实数 或 共 思 的 复数 。 通 常 期 望 极点 是 由 系统 设计 的 性 能 指标 如 过 渡 时 间 、 超 调 量 、 增 
益 裕 度 .相位 稳定 裕 度 和 经 验 等 转换 而 来 的 。 
极点 配置 问题 ,就 是 确定 状态 反馈 


u(t) =— Kx(t) + v(t) (5, 2. 3) 
或 者 输出 反馈 
u(t) =— Fy(t) + v(t) (5.2.4) 
使 得 相应 的 闭环 系统 
X(t) = (A— BK)x(1) + Bvt) 
y(t) = Cx (1) (5.2.5) 
或 者 
X(t) = (A— BFC)x(t) + Bv(t) 
y(t) = Cx(t) (5. 2.6) 
的 极点 为 { 字 ,… ,A* }。 其 中 v(4) 是 新 的 控制 输入 ,K 和 下 是 常 值 反馈 增益 矩阵 , 阶 数 分 别 
是 pxXn 和 pXg。 


对 于 极点 配置 ,有 两 个 基本 问题 : 第 一 ,极点 配置 的 条 件 , 即 在 什么 条 件 下 可 以 进行 极 
点 配置 ,或 说 存在 反馈 增益 矩阵 开 或 下 ; 第 二 ,建立 求解 反馈 增益 矩阵 K 或 F 的 算法 。 为 
了 给 出 极点 配置 条 件 , 需 要 了 解 循环 矩阵 的 概念 和 性 质 。 

2. 循环 矩阵 

如 果 n 阶 实数 方 阵 A 的 最 小 多 项 式 就 是 其 特征 多 项 式 , 则 称 4 为 循环 矩阵 。 

循环 矩阵 具有 以 下 性 质 : 

(1) 在 循环 矩阵 的 Jordan 标准 型 中 ,每 个 特征 值 只 对 应 一 个 Jordan 块 ( 含 标量 作为 特 
例 ); 或 者 说 ,每 个 特征 值 的 几何 重 数 都 是 1。 

(2) 如 果 和 矩阵 4 的 特征 值 两 两 互 异 , 则 A 必 为 循环 矩阵 。 

(3) 寻 阶 矩阵 4 的 循环 性 是 指 , 存 在 向 量 b, 使 得 rank{b,Ab,…,A” 1b) 一 nn, 即 系统 
(4,D) 能 控 。 

(4) 车 多 输入 系统 (4.B) 能 控 , 其 中 B 是 nXp,p 宇 2. 则 对 几乎 任意 的 p 维 列 向 量 p, 构 
造 的 单 输入 系统 (4 .Bp ) 能 控 。 

(5) 若 多 输入 系统 (4,B) 能 控 . 其 中 B 是 nXp,p 宇 2, 但 A 不 是 循环 矩阵 , 则 对 几乎 任 
意 的 pXn 常 值 算 阵 K ,A 一 BK 是 循环 矩阵。 
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3. 状态 反馈 极点 配置 的 条 件 

当面 对 极点 配置 的 任务 时 ,由 于 不 同 的 性 能 指标 往往 对 应 不 同 的 极点 ,因此 ,期 望 能 够 
对 闭环 极点 进行 任意 配置 是 自然 的 要 求 。 这 里 的 “任意 ”, 也 不 是 绝对 的 ,具体 含义 如 下 : 

(1) 期 望 极 点 中 的 复数 必须 以 共 思 的 形式 成 对 出 现 。 

(2) 极点 的 实 部 和 虚 部 的 数值 任意 。 

(3) 极点 的 代数 重 数 任意 。 

(4) 任何 期 望 极点 的 几何 重 数 不 得 超过 控制 输入 的 维 数 ,否则 闭环 系统 不 能 控 , 开 环 系 
统 自然 也 就 不 能 控 。 例 如 把 一 个 能 控 的 单 输入 n(n 三 2) 阶 系统 的 极点 配置 为 1, 几 何 重 数 是 
n, 这 是 做 不 到 的 。 

定理 5.2.1 系统 (5. 2.1) 可 由 状态 反馈 (5. 2. 3) 任 意 配置 极点 的 充分 必要 条 件 是 ,该 
系统 能 控 。 

证 明 : 已 知 可 任意 配置 极点 , 往 证 系统 能 控 。 只 需 证 明 , 若 系统 不 能 控 , 则 不 能 任意 配 
置 极点 。 

若 系统 (5. 2. 1) 不 能 控 , 则 由 振 型 判 据 可 知 ,存在 A 的 某 个 特征 值 4, ,使 得 


rank[A,E—A 及] 一 7 个 ,名 入 
对 于 任意 的 反馈 增益 矩阵 天 
E. 0 
[WE—(A—BK) B= [WE—A 本 | | (5. 
出 于 
五 。 0 
| K | 5, 2 
总 是 可 道 的 ,所 以 
rank[AoE— (A—BK) B]= rank[liE—A Bl]<=n (5 B107 


即 io 总 是 矩阵 4 一 BK 的 特征 值 (否则 rank[hoE 一 (A 一 BK)]==n, 式 (5. 2.10) 不 可 能 成 
立 ) ,这 样 显然 做 不 到 任意 配置 极点 。 

已 知 系统 能 控 , 往 证 可 任意 配置 极点 。 对 于 单 输入 系统 ,可 给 出 构造 式 的 证 明 , 进 而 可 
结合 循环 矩阵 的 性 质证 明 结论 对 于 多 输入 系统 也 成 立 。 见 状态 反馈 极点 配置 算法 一 ,及 其 
后 续 分 析 。 

4. 状态 反馈 极点 配置 算法 一 : 标准 型 法 

这 个 算法 的 前 提 条 件 是 : 系统 完全 能 控 ; 核心 思想 是 : 系统 极点 和 特征 多 项 式 ( 即 其 系 


数 ) 一 一 对 应 ,从 而 可 以 通过 配置 特征 多 项 式 系数 来 配置 极点 。 
考虑 单 输入 线性 定常 控制 系统 

(1D) 一 AX(C) 十 bu 人 CD 55.2.117 

x(1) 是 并 维 状态 向 量 ,w(z) 是 标量 控制 输入 。 给 定 半 个 期 望 的 闭环 系统 极点 
CG A (5. 2.12) 

求 反馈 增益 向 量 k 对 应 的 状态 反馈 控制 律 

ult) =— kx(t) + vr) ¢5. 2 19) 
使 得 相应 的 闭环 系统 


X(t) = (A— bk)x(t) + bv(t) (5.2.14) 
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具有 极点 (5. 2. 12)。 
由 于 系统 (5. 2. 11) 能 控 , 根 据 第 3 章 的 相关 算法 ,可 以 构造 可 逆 状 态 变 换 矩 阵 已 ,把 系 
统 化 为 能 控 标 准 型 ,参数 矩阵 满足 : 


A= BP , =P 5 15) 
其 中 
0 1 0 
A=| “ ， 互 =| (5.2.16) 
0 二 0 
i 一 全 1 
和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 
Cs) 一 史 十 as 十 … 十 as 十 ao 本 .区 了 7 


期 望 的 闭环 系统 极点 {XY ,… ,2;) 对 应 的 期 望 特征 多 项 式 为 
f= 


一 呈 十 as 十 … 十 os 十 af (5 2 18) 
若 取 行 向 量 
大 一 [of —a af a * ari—a,-1] (5. 2.19) 
则 通过 简单 矩阵 运算 可 得 
ro0 1 0 
A—bk= 和 - i . [ae 一 ae arf 一 aol 一 av- 
Lm —al 一 Qn-1 1 
Tr 0 1 0 0 0 
而 | 医 ， 让 | 而 0 0 
一 页 ”一 机 ”一 加 大 一 页 机 一 而 5 一 人 
Tr 0 1 
| (5. 2. 20) 
0 1 
ES 
于 是 A 一 bk 的 特征 多 项 式 为 
二 aris"” 十 十 arf ss 十 as 人 人 2 协 


根据 式 (5. 2. 18) ,A 一 bk 的 特征 值 恰 为 {XY ,…,X;}。 至 此 , 当 系 统 状态 方程 为 能 控 标 准 型 
时 ,已 经 得 到 了 状态 反馈 极点 配置 的 反馈 增益 求解 方法 。 
由 式 (5. 2.15) 和 式 (5. 2. 20) 得 ， 
A—bBbk = PAP '—Pbk = P(A—bkP)P’ (5 


等 价 于 
(A—bkP) = P(A—bR)P C5: 和) 
这 样 ,由 于 (A 一 bkP) 和 (A 一 bk) 相 似 ,(4 一 bkP) 的 特征 值 也 是 期 望 极点 {YY ,…,A*)。 对 


第 5 章 ”线性 系统 的 反馈 控制 ”127 


照 式 (5. 2. 14) 和 式 (5. 2. 23) ,显然 k 二 kP 就 是 所 求 的 状态 反馈 增益 向 量 。 

至 此 ,得 到 以 下 的 极点 配置 算法 : 

第 1 步 ,检验 系统 (5. 2.1) 是 否 能 控 。 若 是 ,进行 下 一 步 ; 若 否 算法 终止 。 

第 2 步 , 求 解 变换 矩阵 已 ,以 及 式 (5. 2. 16)。 

第 3 步 , 按 照 式 (5.2. 18) 计 算 期 望 极 点 对 应 的 特征 多 项 式 。 

第 4 步 ,按照 式 (5. 2.19) 计 算得 行 向 量 k 。 

第 5 步 ,计算 k==kP, 得 所 求 的 状态 反馈 增益 向 量 。 

对 于 能 控 的 多 输入 系统 (5. 2. 1) ,根据 循环 矩阵 的 性 质 (5) 和 (4) ,总 可 以 把 状态 反馈 极 
点 配置 为 题 转 化 为 单 输入 的 情形 ,得 到 反馈 增益 矩阵 玉 , 这 就 完成 了 定理 5. 2. 1 的 证 明 。 

对 于 能 控 的 多 输入 系统 (5. 2. 1), 也 可 以 仿照 单 输入 的 算法 ,借助 多 输入 系统 的 
Luenberger( 龙 伯 格 ) 第 二 标准 型 实现 状态 反馈 极点 配置 。 由 于 Luenberger 第 二 标准 型 求 
解 较为 复杂 ,此 处 不 再 列 出 。 

5. 状态 反馈 极点 配置 算法 二 : 特征 多 项 式 法 

这 个 算法 的 前 提 条 件 和 标准 型 法 相同 ,也 是 系统 完全 能 控 ; 核心 思想 是 : 借鉴 标准 型 
法 并 利用 Cayley-Hamilton 定理 进行 改进 ,最 终 用 能 控 性 判别 矩阵 和 期 望 闭环 多 项 式 构造 
出 状态 反馈 增益 。 


问题 的 提 法 和 标准 型 法 相同 。 
根据 第 3 章 能 控 标准 型 的 相关 内 容 , 化 系统 (5. 2. 11) 为 能 控 标准 型 (5. 2. 16) 的 变换 矩 
阵 为 


pi 
14 
= (5. 2.24) 
piA”™! 
其 中 
P=[0 … 0 1][ Ab … A”'b]’ (6 名 2 
是 能 控 性 判别 矩阵 的 逆 的 最 后 一 行 。 
把 式 (5.5.24) 代 入 k= 二 KP, 得 
k=kP 
pi 
一 [ee —ao 太一 ap oo 一 an] Bb 
piA”™! 


(a —a)pit (af —apAi+ + (a — a mA 
一 及 [ay —ao)E, + Car —a)ATe tT (Cai —ai)A"!] 


=piL(a Etar At TarA"!)— 
(aoE, 二 aA 二 … 十 a,_14"”1)] 
=p[L(as EarA+… 二 TanA"! 二 +A")— 
YU a i | C5, 2.26) 
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回顾 式 (5. 2. 17) 和 式 (5. 2. 18) ,f(s) 是 A 的 特征 多 项 式 。 根 据 Caley-Hamilton 定理 ,有 


OA) 0B, 4 上 0 (5. 2. 27) 
于 是 
k=piL(as Ea?fA+… 二 a 1A 十 A") 一 
(ooB 十 aaA 十 … 十 oh 十 4")] 
=p1f" (A) 5 
至 此 ,得 到 以 下 的 极点 配置 算法 : 


第 1 步 ,检验 系统 (5. 2. 11) 是 否 能 控 。 若 是 ,进行 下 一 步 ; 若 否 算法 终止 。 
第 2 步 , 按 照 式 (5.2. 25) 计 算得 行 向 量 pi 。 
第 3 步 ,按照 式 (5. 2. 18) 计 算 期 望 极点 对 应 的 特征 多 项 式 f* (s)。 


第 4 步 ,按照 式 (5. 2. 28) 计 算得 行 向 量 k 。 

6. 状态 反馈 极点 配置 算法 三 : 和 矩阵 方程 法 

这 个 算法 同时 适用 于 单 输入 和 多 输入 系统 。 前 提 条 件 是 : 第 一 ,系统 能 控 ; 第 二 ,期 望 
的 闭环 极点 和 开 环 极点 没有 重复 的 。 核 心思 想 是 : 利用 相似 矩阵 特征 值 系统 的 原理 建立 撼 
阵 方程 (本 质 是 线性 方程 组 ) ,再 由 方程 的 解构 造 出 状态 反馈 增益 矩阵 。 

考虑 线性 定常 控制 系统 


X(t) = Ax(t) + Bult) (5, 2.29) 
xX() 是 nn 维 状态 向 量 ,u(?) 是 p 维 控制 向 量 。 给 定 个 期 望 的 闭环 系统 极点 
UA vo (5.2.30) 
求 反馈 增益 矩阵 开 对 应 的 状态 反馈 控制 律 
u(t) =— Kx(t) + v(t) 多 
使 得 相应 的 闭环 系统 
X(t) = (A— BK)x(t) + Bv(t) (C5, 32 


具有 极点 (5. 2. 30)。 
首先 给 出 算法 步骤 ,然后 给 出 证 明和 说 明 。 
第 1 步 , 检 验 系统 (5. 2. 29) 是 否 能 控 。 若 是 ,进行 下 一 步 ; 若 否 算法 中 止 。 
第 2 步 ,检验 XY,… ,4 是 否 为 矩阵 A 的 特征 值 。 可 通过 判断 A 一 YE, 的 秩 是 否 等 于 
n 来 进行 。 系 若 嫉 ,… ,4 都 不 是 A 的 特征 值 ,进行 下 一 步 ; 若 否 算法 中 止 。 
第 3 步 ,选取 阶 实数 矩阵 五 ,使 其 特征 值 为 期 望 极点 A ,…,X; 。 如 可 按照 (5. 2. 18) 
计算 期 望 特征 多 项 式 , 再 建立 伴侣 矩阵 形式 的 H。 
第 4 步 ,选取 pXn 和 矩阵 K ,使 得 系统 (K,H) 能 观测 。 
第 5 步 ,求解 关于 未 知 nXn 矩阵 T 的 矩阵 方程 
AT— TH = BK C5, 83) 
第 6 步 ,车 系统 为 单 输入 ,进行 下 一 步 ; 若 系 统 为 多 输入 ,但 工 可 道 ,进行 下 一 步 ; 否 
则 ,返回 第 4 步 ,选取 另 一 个 满足 (K,H) 能 观测 的 KK。 
第 7 步 , 计 算 天 =KT- , 即 所 求 的 状态 反馈 增益 矩阵 。 
根据 式 (5. 2. 33) , 若 该 方程 有 可 逆 的 解 矩 阵 了 , 则 有 
A— BKT"'= THT"! (5. 2. 34) 
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于 是 闭环 系统 矩阵 4 一 BKT “1! 与 H 相似 ,其 特征 值 为 期 望 极点 AY ，… ,4; 。 

若 驻 ,…, 都 不 是 A 的 特征 值 , 则 方程 (5. 2. 33) 有 了 唯一 解 。 在 此 基础 上 ,对 于 单 输 入 
系统 ,(4,B) 能 控 、(K,H) 能 观测 是 了 可 逆 的 充分 必要 条 件 ; 对 于 多 输入 系统 ,(4,B) 能 控 、 
(K,H) 能 观测 仅 为 了 可 道 的 必要 条 件 。 

7. 状态 反馈 极点 配置 算法 四 : 待定 参数 法 

这 个 算法 的 前 提 条 件 是 : 控制 矩阵 的 秩 是 1, 因此 主要 针对 单 输入 系统 ; 核心 思想 是 ， 
把 状态 反馈 增益 向 量 的 分 量 视 为 待定 参数 ,计算 系统 的 特征 多 项 式 。 这 个 多 项 式 的 系数 必 
然 依 赖 控制 参数 。 把 这 个 多 项 式 和 期 望 极点 对 应 的 特征 多 项 式 做 比较 , 即 对 应 项 系数 相等 ， 
建立 关于 控制 参数 的 方程 组 ,进而 解 得 控制 参数 。 


考虑 单 输入 线性 定常 控制 系统 
(1) = Ax(1) 十 Due(D [4:1] 
x(0) 是 于 维 状态 向 量 ,w(z) 是 标量 控制 输入 。 给 定 半 个 期 望 的 闭环 系统 极点 
WE (5. 2.36) 
求 反馈 增益 向 量 k 二 [R&R，… J] 对 应 的 状态 反馈 控制 律 
u(t) =— kx(t) + v(t) (5. 2.:37) 
使 得 相应 的 闭环 系统 
(1) = (A—bk)x(D) + bo) 《5, 2,38) 


具有 极点 (5. 2. 36)。 
闭环 系统 矩阵 (4 一 由) 的 特征 多 项 式 为 
f(s,k)= det[sE — (A— bk)] 
二 十 Qs-1(k)s" 十 … 十 ak)s 十 ao(CK) (5. 2. 39) 
其 中 ao CR ,a (CR),… ,a,-1(k) 都 是 关于 ，…,k, 的 函数 。 
期 望 的 闭环 系统 极点 {27 ,… ,A;} 对 应 的 期 望 特征 多 项 式 为 
f(s) 一 (人 一人) 又 和 又 (一 2 
一 吕 十 as 十 …… 十 ares 十 af (5. 2. 40) 
{和 YA ) 为 闭环 系统 (5.2.35) 的 极点 当 且 仅 当 f(s,k) 二 1f*(s), 即 对 应 项 系数 相同 。 于 
是 得 方程 组 
ao(K) 一 Q0 al(k) 一 Qi was- (KE) = Cow-i (5. 2.41) 
求解 这 个 关于 局 ,…,k, 方程 组 ,进而 得 到 控制 律 (5. 2. 37) 。 
这 个 方法 不 需要 系统 能 控 的 前 提 , 对 期 望 极点 和 开 环 极点 也 没有 要 求 ,反馈 增益 唯一 取 
决 于 方程 组 解 的 情况 , 即 唯一 解 . 无 解 和 无 穷 多 解 等 情况 。 
由 式 (5. 2. 39) 的 行列 式 计算 可 知 ,ao CR ,a (RD),… ,a,_1(k) 都 是 关于 ,…,k, 的 多 项 
式 , 而 多 项 式 的 最 高 次 数 等 于 控制 矩阵 的 秩 ! 因此 ,只 有 当 系 统 为 单 输入 或 控制 矩阵 秩 为 1 
的 时 候 ,方程 组 (5. 2. 41) 才 是 线性 的 。 否 则 , 式 (5. 2. 41) 必 然 是 多 元 高 次 方程 组 ,理论 上 可 
以 采用 结 式 消 元 法 得 到 精确 解 ,但 计算 复杂 度 非常 高 。 总 的 说 来 ,多 元 高 次 方程 组 没有 有 效 
解法 。 
以 上 各 种 极点 配置 方法 各 有 特点 ,可 以 根据 需要 灵活 选择 。 由 于 特征 多 项 式 无 法 区 分 
极点 的 代数 重 数 和 几何 重 数 , 因 此 若 对 此 有 严格 要 求 ,就 必须 考虑 矩阵 方程 法 。 因 为 该 方法 
中 的 矩阵 瓦 可 以 表示 对 期 望 极点 的 任意 要 求 ,而 相似 变换 保持 矩阵 特征 值 的 全 部 重 数 特征 
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不 变 。 

8. 状态 反馈 对 系统 零点 的 影响 

状态 反馈 在 改变 系统 极点 的 同时 ,对 系统 的 零点 又 有 什么 影响 呢 ? 这 里 依托 极点 配置 
的 标准 型 法 给 出 说 明 。 

考虑 具有 能 控 标准 型 实现 的 阶 单 输入 - 单 输 出 系统 


0 1 0 
=| “ wi 和 | leey 
0 i 0 
Ta Ta “”” Ta 
i = C5. 2. 42) 


回顾 第 1 童 传递 函数 的 直接 分 解 ,系统 (5. 2. 42) 对 应 的 开 环 传递 函数 为 
人 
5 十 as 十 … 十 as 十 ao 
对 系统 进行 极点 配置 后 ,闭环 系统 的 期 望 特征 多 项 式 为 
(=(G—N) XX 
二 "十 qs 十 十 af s 二 ae (5.2.44) 
同时 ,输入 向 量 和 输出 向 量 并 未 改变 。 因 此 ,闭环 系统 的 传递 函数 变 为 
Cris” 1 十"… 十 c1s 十 co 


ar is 一 十 … 十 os 十 ar 


观察 g”"(>) 和 8g(s) ,发 现 零点 多 项 式 并 未 改变 。 因 此 状态 反馈 不 会 直接 改变 系统 的 
零点 。 

另 一 方面 ,状态 反馈 显然 可 以 改变 系统 极点 ,从 而 有 能 力 使 闭环 系统 的 极点 与 零点 重合 
从 而 形成 对 消 ! 因此 ,状态 反馈 有 可 能 通过 零 极 相 消 间接 改变 系统 零点 。 这 也 是 状态 反馈 
可 能 改变 系统 能 观测 性 的 本 质 原因 。 

如 果 被 控 对 象 没 有 零点 , 则 零 极 相 消 不 可 能 发 生 , 这 时 状态 反馈 既 不 改变 系统 的 能 观 
性 ,也 不 改变 系统 的 能 控 性 。 

对 于 多 输入 -多 输出 系统 (5. 2. 1) , 称 满足 
soE.—A B 

上 = 7 十 min(rankB ,rankC) (5. 2. 46) 

€ 0 
的 so 为 系统 的 输入 -输出 解 耦 零点 ,或 传输 零点 ,包含 单 输入 - 单 输出 系统 的 零点 作为 特例 。 

状态 反馈 对 于 传输 零点 的 影响 ,与 单 输入 - 单 输出 系统 时 相同 : 但 状态 反馈 能 够 改变 传 
递 函 数 矩 阵 的 每 个 元 素 , 包 括 其 零 极 点 。 

以 上 讲 状态 反馈 不 直接 改变 传递 函数 (矩阵 ) 的 传输 零点 ,必须 强调 是 原 控制 输入 端 到 
原 输 出 端的 传递 函数 (和 矩阵 )! 如 果 不 是 这 样 规定 的 输入 端 和 (或 ) 输 出 端 ,任何 反馈 都 完全 
可 能 改变 对 应 的 传输 零点 。 因 此 ,由 于 系统 输入 、 输 出 的 多 样 性 ,极点 配置 之 外 实际 上 也 有 
零点 配置 问题 ,只 是 没有 很 好 的 解决 方法 。 

9. 输出 反馈 极点 配置 

利用 (静态 ) 输 出 反馈 控制 律 (5. 2. 4) 对 系统 (5. 2. 1) 进 行 极点 配置 ,可 以 借用 状态 反馈 
极点 配置 的 待定 参数 法 来 进行 相关 讨论 。 


&(s) (5.2.43) 


(5.2.45) 


区 (= 
3 


rank| 
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注意 到 输出 反馈 增益 矩阵 包含 的 自由 参数 个 数 是 p Xg, 而 车 仿照 式 (5. 2. 39) 一 
式 (5.2.41) 建 立方 程 组 ,方程 个 数 为 系统 阶 次 n。 若 2g< 对 于 一 般 的 极点 配置 ,方程 组 显 

可 以 证 明 , 若 pg 三 n 十 1, 则 对 于 任意 的 期 望 极点 , 则 对 应 的 方程 组 几乎 总 有 实数 解 , 即 
几乎 可 以 任意 配置 极点 。 

然而 ,pg 三 xz 十 1 意味 着 p,q 宇 2, 导 致 方程 组 不 是 线性 的 ,即便 理论 上 有 解 ,算法 上 却 无 
法 顺利 求解 。 

另 一 个 相关 结论 是 ,车 p 十 g 宇 n 十 1, 则 有 较 好 的 算法 对 全 部 个 期 望 极点 进行 任意 接 
近 的 配置 ,这 里 不 再 详 述 。 

鉴于 pq 三 2 十 1 和 p 十 q 宇 n 十 1 对 于 一 般 控制 系统 来 说 难以 成 立 ,因此 ,静态 输出 反馈 
难以 做 到 配置 全 部 nn 个 期 望 极点 ,因而 意义 非常 有 限 。 要 想 进 行 真 正 满足 性 能 要 求 的 极点 
配置 ,必须 借助 于 状态 反馈 或 动态 的 输出 反馈 。 

输出 反馈 对 系统 传输 零点 和 传递 函数 矩阵 的 影响 ,可 以 将 其 作为 状态 反馈 特例 的 角度 
取 理 解 。 


5.3 状态 反馈 解 耦 


解 耦 控制 有 称 为 一 对 一 控制 ,最 早 的 相关 工作 由 E. G. Eilbert 完成 , 史 称 Morgan 问 
题 , 是 多 输入 -多 输出 系统 的 重要 组 成 部 分 。 

对 于 一 般 的 多 输入 -多 输出 系统 ,输入 量 和 输出 量 之 间 通 常 相互 耦合 , 即 一 个 输入 分 量 
影响 多 个 输出 分 量 ,同时 一 个 输出 分 量 也 受到 多 个 输入 分 量 的 影响 。 这 样 系统 的 分 析 和 设 
计 就 比较 复杂 。 解 耦 控制 ,就 是 寻求 适当 的 控制 律 ,使 得 闭环 系统 的 输入 和 输出 实现 一 对 一 
的 控制 ,从 而 简化 分 析 和 设计 。 

解 耦 控制 有 时 间 域 方法 和 频率 域 方法 ,前 者 有 包含 代数 方法 和 几何 方法 。 这 里 采用 代 
数 方法 讨论 解 看 问题 。 


5.3.1 解 耦 的 基本 概念 和 要 求 


考虑 多 输入 -多 输出 线性 定常 控制 系统 
X(D) = Ax(D) + Bult) 
y(1) = Cx Ct) (5.3.1) 
x( 四 是 nn 维 状态 向 量 ,u(t) 是 /1 维 控制 向 量 ,y(W) 是 m 维 控制 向 量 。 
要 实现 系统 解 看 ,需要 对 系统 附加 以 下 三 个 条 件 。 
(1) 系统 输入 输出 维 数 相等 , 即 /二 mm, 且 rankB 二 rankC 一 m, 即 输入 矩阵 和 输出 矩阵 分 
别 是 列 线性 无 关 和 行 线性 无 关 。 
如 果 输 入 矩阵 列 线性 相关 ,说 明 个 输入 分 量 之 间 不 是 线性 独立 的 ,因此 有 些 输入 分 量 可 
以 由 甚 余 分 量 的 线性 组 合 代替 。 
(2) 控制 律 采 用 整体 反馈 和 输入 变换 相 结合 的 方式 , 即 
u(t) 一 一 Ex(Ct) + Rv(t) (5. .2) 
其 中 v(7) 是 新 的 m 维 控制 输入 向 量 ,R 是 m Xm 的 输入 变换 矩阵 ,F 是 mm Xn 的 状态 反馈 增 
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益 矩 阵 。 控 制 律 (5. 3. 2) 简 记 为 {,R} ,与 系统 (5. 3. 1) 构 成 的 闭环 系统 为 
(1) = (A— BF)x(t) + BRv() 


着 站 = CD 合生 助 
(3) 输入 变换 矩阵 及 可 逆 。 否则 输入 矩阵 BR 不 是 列 线性 无 关 的 ,不 符合 条 件 (1) , 导 
致 设计 无 法 进行 。 
闭环 系统 (5. 3. 3) 的 传递 函数 和 矩阵 是 
Ge(s) 一 CCGE， 一 4 十 BFD) 一 BR 《5. 3: 4) 
若 存在 控制 律 (5. 3. 2) 即 矩阵 对 { 正 ,R} ,使 得 
guls) 
Gt = 和 《5. 3:5) 
BCs) 


即 为 对 角 和 矩阵 , 且 gw (s) 冯 0, 则 称 系统 (5. 3. 1) 是 可 解 耦 的 。 
因此 , 解 耦 后 多 输入 -多 输出 就 变 成 了 多 个 单 输入 - 单 输出 系统 ,可 以 简化 下 一 步 的 分 析 
和 设计 。 


5.3.2 可 解 耦 条 件 和 控制 律 设计 
考虑 到 物理 实现 的 客观 约束 ,这 里 讨论 使 得 


5 
Gc(s) = 和 (5. 3.6) 
1 


的 解 看 控制 律 {F,R} 的 存在 条 件 , 其 中 a; 三 1。 这 等 价 于 输入 向 量 v(z) 和 输出 向 量 y(1) 之 间 
满足 


yr (4) = v1) 


ym) (4) = vat) (5 
在 实现 解 耦 控制 的 同时 ,使 得 每 个 输出 分 量 y;(?) 是 对 应 输入 分 量 v(t) 的 w 阶 积分 。 因 此 
称 式 (5. 3.6) 是 积分 型 解 看 系统 。 
为 推导 解 看 判别 条 件 , 对 系统 (5. 3. 1) 的 输出 矩阵 C 进行 行 剖 分 , 即 


C1 
C= (5. 3. 8) 
Cm 
根据 输出 方程 ,对 每 个 输出 分 量 , 有 
Yi(t) = cix (1) (5. 3.9) 
两 端 对 时 间 求 导 , 得 
YP (2) = cix(t) (5. 3. 10) 


结合 系统 (5. 3. 1) 的 状态 方程 ,得 
yD (GD = ciLAx (2) + Baud)] 一 cAxr(GD 十 cBue(t) (5 1 


第 5 章 线性 系统 的 反馈 控制 “133 


若 ciB 关 0(m 维 行 向 量 ), 则 记 wx 一 1, 停 止 求 导 运 算 ; 否则 ,cB 一 0, 式 (5. 3. 11) 两 端 继续 对 
时 间 求 导 、 代 入 状态 方程 ,得 

YE (1) = cA x(1) + cA Buli) C5. 3. 12) 
车 c; AB 隐 0, 记 a; 二 2, 停 止 求 导 运 算 。 否 则 ,c;AB==0, 式 (5. 3. 12) 两 端 继续 对 时 间 求 导 、 代 
入 状态 方程 ,直到 对 某 个 a;, 有 ch“ !B 关 0 为 止 。 这 时 ,有 

yt) = ciA rix(t) + eA! Bult) [其 
若 在 对 y;(z) 的 求 导 过 程 中 始终 有 cB 二 0,r==0,1,…,n 一 1, 则 记 ai 二 n。 
总 结 以 上 求 导 和 代入 过 程 ,可 得 表达 式 
| cATB#0,1 <kZn)} 
Bs 


(5. 3.14) 
nciA'B =0,r=0,1,.…,n—1 


称 {Q1 ,…,aw } 为 系统 (5. 3. 1) 的 解 耦 阶 常 数 。 


根据 式 (5. 3. 13) ,有 
cA Cn-1B 
| i | (5, 4.15) 
ym (1) CnAm cnA™ 1B 


aA” Ca 一 有 
:| 4 | -| 日 《5. 3. 16) 
cnA™ cnA™ 及 


称 mXm 和 矩阵 D 为 系统 (5.3.1) 的 解 看 判别 矩阵 。 
若 判别 矩阵 了 可逆, 选取 控制 律 
ult) =— DLx(t) 十 Du(tD) (5; B17 
代入 式 (5. 3.15) 即 得 式 (5. 3.7)。 因 此 ,控制 律 (5. 3.17) 满 足 解 而 要 求 。 
把 式 (5. 3. 17) 和 式 (5. 3.2) 相 对 照 ,得 
p= Dy R= (5 3.183 
至 此 ,已 经 得 到 了 系统 可 由 控制 律 (5. 3. 2) 实 现 积分 型 解 耦 的 判别 条 件 以 及 控制 律 参 数 
矩阵 的 整定 方法 。 


yo (7) 


记 


5.3.3 结合 极点 配置 的 解 耦 控制 


积分 型 解 耦 系统 (5. 3.6) 虽 然 实现 了 输入 输出 的 解 看 ,但 由 于 系统 极点 为 0, 显然 不 能 
满足 动态 性 能 要 求 。 

在 积分 型 解 耦 系统 (5. 3. 6) 的 基础 上 , 记 解 耦 阶 常数 为 fw ,…',an} ,进一步 考虑 极点 配 
置 。 比 如 ,要 求 第 i 组 输入 -输出 满足 


yi(s) vi(s) (C5. 4.19) 


1 
5 Fi sl 十 … 十 Biis 十 Bi,o 
其 中 

= Bo (5. 8.20) 
为 期 望 极点 对 应 的 特征 多 项 式 。 亦 即 ,要求 闭环 传递 函数 窍 阵 为 
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Ma 
由 式 (5. 3. 19) 得 
WD 9+ Dt yD poyte) 三 :有 229 
把 式 (5. 3.9) 一 式 (5. 3. 13) 所 得 的 ye (ye D (byD(CD ,y(t) 代 入 ,得 
vi(t) =ciA"ix(t) 十 ciBia -1A x(t) + cBinAx(t) + cBioB,x(t) + cA! Bult) 
=ci(A® 二 BaiA" 十 … 十 BA 二 BoE,)x(t) cA" Bult) 


=cif (A)x(1) + cA Bult) 5. 3.23) 
即 
v(t) cif1(A) aA"B 
| : | : | : | (5. 3.24) 
va (1) 5 cn Am 1B 
记 
ci 万 (4) cA"1B 
| : g | : (5; Was 
Ge A CnAm1B 
若 判别 解 耦 和 矩阵 卫 可 逆 , 则 由 式 (5.3.24) 可 解 得 控制 律 
ult) 一 一 DLLx() 十 Do(Ct) 《5.3526y 


根据 上 述 过 程 逆向 推导 ,可 得 解 耦 的 传递 函数 矩阵 (5. 3. 21) 。 
把 式 (5. 3. 26) 和 式 (5.3.2) 相 对 照 , 得 到 解 耦 控制 参数 矩阵 
B= R= 5, 3.27) 
至 此 ,已 经 得 到 了 系统 可 由 控制 律 (5. 3. 2) 实 现 解 耦 、 极 点 配置 的 判别 条 件 以 及 控制 律 
设计 方法 。 
【 例 5.3.1】 已 知 系统 


0 0 0 1 0 
x(2) = 0 0 1 |x(D)++|0 0 ab) 
一 一 二 一 证 及 


1 1 0 
y(t) = | ko (5. 3. 28) 

0 0 1 

求 形 如 式 (5. 3.2) 的 控制 律 ,使 闭环 系统 传递 函数 矩阵 实现 形 如 
1 
S 十 ai 
i (5. 3.29) 
S 十 az 


的 解 簿 和 极点 配置 。 
解 : 计算 得 该 系统 的 解 耦 阶 常数 是 wu 二 as 一 1, 解 耦 判别 矩阵 卫 一 已 ,可逆 。 因 此 题目 
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要 求 的 控制 律 存在 。 
按照 式 (5. 3. 25)， 


i aAtacE; al a L 
下 三 一 ， R=E’=E, 人 309 
cz 好 十 azcz 瑟 3 一 1] 一 和 ww—3 


所 以 实现 解 簿 和 极点 配置 的 控制 律 为 
wy —|” 和 Ferew C5. 3. 31) 
一 时 一 多 和 一 
注意 到 原 系统 为 3 阶 , 而 式 (5. 3. 29) 的 系统 只 有 两 个 极点 ,并 未 实现 完全 的 极点 配置 。 
因此 ,这 种 解 耦 方式 是 有 缺陷 的 。 再 者 ,如 系统 存在 参数 摄 动 , 显 然 会 直接 影响 到 解 耦 阶 常 
数 和 解 耦 判别 矩阵 ,从 而 影响 可 解 看 性 以 及 解 耦 控制 律 。 实 际 上 , 解 耦 控制 对 系统 参数 摄 动 
很 敏感 。 这 也 是 运用 解 看 控制 时 需要 注意 的 问题 。 


5.4 线性 二 次 型 最 优 控制 
线性 二 次 型 最 优 控制 问题 的 研究 对 象 是 线性 的 时 变 或 定常 控制 系统 ,性 能 指标 是 状态 
向 量 的 半 正 定 二 次 型 与 控制 向 量 的 正定 二 次 型 之 和 对 时 间 的 积分 ,目的 是 寻找 一 个 使 得 积 
分 性 能 指标 最 小 的 控制 律 。 按 照 积 分 上 限 取 有 限 值 或 无 穷 ,又 分 为 有 限时 间 最 优 控制 和 无 
限时 间 最 优 控制 。 
线性 二 次 型 最 优 控制 可 以 约束 全 部 状态 变量 (包括 输出 变量 ) 在 过 渡 过 程 的 动态 行为 ， 
包括 快速 性 和 平稳 性 ; 同时 ,非常 重要 的 一 点 ,可 以 实现 过 渡 过 程 中 对 各 个 控制 输入 变量 的 
约束 ,这 是 其 他 控制 方法 难以 做 到 的 ; 各 种 情况 下 最 优 控制 律 都 是 状态 的 线性 函数 , 即 最 优 
控制 律 为 线性 反馈 。 
线性 二 次 型 最 优 控制 内 容 很 多 ,本 节 仅 讨论 形式 简洁 且 易 于 实现 的 定常 系统 、 无 限时 间 
情形 的 线性 二 次 型 最 优 控制 。 
考虑 线性 定常 控制 系统 
X(t) = Ax(t)+Bu(t), it 宇 0 
y(t) = Cx(t) (5.4.1) 
x() 是 nn 维 状 态 向 量 ,u(W) 是 p 维 控制 向 量 ,y() 是 g 维 控制 向 量 。 
非 零 的 初始 状态 将 产生 自由 响应 x(z) 和 y(t)。 考 虚 选 取 控制 输入 wu(7) ,t 三 0, 使 得 以 下 
二 次 型 积分 性 能 指标 


J[u()] = | Daoorco Fu (Ru J (5.4.2) 
达到 最 小 ,或 者 说 ,在 微分 方程 约束 条 件 即 式 (5.4.1) 下 求解 最 优化 问题 
minJLu(t)] [| 


式 (5.4.2) 中 @ 为 nXn 正定 或 半 正 定 的 加 权 和 矩阵 ,R 为 p Xp 正定 的 加 权 和 矩阵 ,通常 都 取 为 
对 角 和 矩阵 ; 若 强 调 对 输出 变量 的 约束 ,可 取 


2=CoOc (5. 4. 4) 
其 中 @ 是 g Xg 的 加 权 正定 和 矩阵。 于 是 有 
1 个- 和 5 


关于 如 上 的 最 优 控制 ,有 如 下 结论 : 
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定理 5.4.1 对 于 系统 (5. 4. 1) ,线性 二 次 型 最 优 控制 问题 (5. 4. 3) 的 解 为 线性 状态 


反馈 
u(t) =— Kx (1) (5.4.6) 
其 中 状态 反馈 增益 K 由 以 下 Riccati 方 程 
ATP+PA—PBR BPP+QO=0 (5.4.7) 
的 正定 解 矩 阵 己 构造 : 
EE= BF (5.4.8) 
最 优 性 能 指标 为 
min] = x (0)Px(0) (5. 4.9) 
证 明 从 略 。 


对 于 定理 5. 4. 1 有 如 下 几 点 解读 : 

(1) 定理 的 核心 是 Riccati 方程 (5.4.7)。 如 果 系统 (4,B) 能 控 、O 正定 ,或 8 半 正 定 但 
系统 (Q,4) 能 观测 , 则 Riccati 方程 (5. 4. 7) 有 唯一 正定 解 P。 

(2) Riccati 方程 的 解 可 由 4,B,O,R 构造 得 到 ,也 可 通过 迭代 计算 得 到 ,目前 都 有 完善 
的 算法 。 

(3) 状态 反馈 增益 矩阵 开 与 系统 初始 状态 无 关 。 

(4) 最 优 性 能 指标 和 状态 反馈 增益 矩阵 天 无 关 。 

(5) ap 4.2) 中 的 积分 上 限 吕 ,要 想 无 穷 积 分 存在 , 必 有 被 积 函 数 趋 于 
零 。 当 实 现 最 优 控制 时 ,一定 有 x(t) 习 0 和 u(t) 一 0, 系 统 渐 近 稳定 的 。 由 于 线性 定常 
etdiny 因此 , 必 有 某 个 足够 大 的 时 刻 工 ,其 后 状态 和 输入 的 分 量 都 任 
意 小 。 这 样 看 来 ,== 只 是 为 了 理论 上 的 严谨 性 。 从 应 用 的 角度 来 说 ,积分 上 限 意 味 着 过 渡 过 
程 的 结束 和 稳 态 过 程 的 开始 。 

(6) 记 加 权 和 矩阵 Q 和 R 分 别 为 
ql 
0 一 
dn 
则 二 次 型 积分 性 能 指标 (5. 4. 2) 变 为 


J[u(#)] = cea gp 4 i Li 

在 实现 了 最 优 控制 的 前 提 下 , 即 JLu(z)] 已 取得 最 小 值 的 前 提 下 , 权 系 数 gi 越 大 , 则 对 应 的 

| aa 就 必须 越 小 (否则 和 .J[u(z)] 取 得 最 小 值 相 韦 盾 ), 这 样 一 来 .有 效 积 分 时 间 ( 理 解 

为 有 限 的 过 渡 时 间 ) 不 可 能 太 长 ,x(z) 的 平均 幅 值 .最 大 幅 值 也 不 会 太 大 。 适 当 安排 所 有 权 
系数 的 值 , 就 能 够 得 到 好 的 系统 运行 品质 和 控制 输入 。 

(7) 回顾 线性 系统 的 极点 配置 ,其 核心 思想 是 : 控制 律 决 定 闭 环 极点 位 置 ,进而 影响 

(有 时 是 决定 ) 证 系统 的 性 能 。 但 在 最 优 控 制 中 ,省 去 了 极点 这 一 中 间 环 节 , 建 立 了 最 优 系 统 


性 能 指标 和 控制 律 的 直接 关系 。 由 于 一 般 情况 下 系统 性 能 与 零 极点 关系 的 复杂 性 ,后 一 种 
思路 值得 重点 考虑 。 


ri 
i | 入 | ri>0 (5.4.10) 
货 
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5.5 状态 观测 器 

由 本 章 前 面 几 节 可 以 看 到 ,状态 反馈 由 于 利用 了 系统 内 部 的 所 有 信息 ,因而 具有 很 好 的 
控制 效果 ,静态 的 输出 反馈 难以 做 到 这 一 点 。 与 此 同时 ,状态 信息 的 检测 和 获取 ,在 很 多 场 
合 却 是 一 个 难题 ， 

(1) 信号 含义 抽象 ,无 法 检测 ; 

(2) 传感器 使 用 寿命 短 ,成 本 高 ; 

(3) 物理 环境 导致 信号 难以 检测 ; 

(4) 检测 结果 不 可 靠 ,等 等 。 

为 了 解决 上 述 矛 盾 ,状态 观测 或 说 状态 重 构 是 一 条 可 以 利用 的 途径 。 状 态 观 测 , 就 是 构 
造 一 个 动态 系统 ,以 原 系统 中 某 些 可 以 直接 测量 的 信和 号 为 输入 ,而 输出 就 是 急需 的 状态 向 量 
的 估计 值 。 这 个 构造 的 系统 就 称 为 原 系统 的 状态 观测 器 。 


5.5.1 状态 观测 器 的 一 般 概念 


考虑 时 变 非 线性 系统 
(1) = FLx(Gt) ,ult) ,可 
y(t = Lxtisuti)sd] 本 ,取现 
x( 四 是 维 状态 向 量 ,wu(z) 是 已 知 的 p 维 控制 向 量 ,y(7) 是 gq 维 可 测 输出 向 量 。 
一 般 说 来 ,由 于 输出 ?Ci 总 是 可 测量 的 ,而 y(t) 是 状态 向 量 x(7) 的 函数 ,所 以 实际 上 
x(z) 中 部 分 分 量 可 以 通过 y(1) 直接 获得 ,而 其 余 的 是 未 知 的 。 除 非 另外 设置 测量 装置 。 
所 谓 状 态 观 测 器 ,就 是 根据 系统 (5. 5. 1) 的 结构 ,参数 和 信号 构建 的 如 下 系统 
(1) = fF {x ,Lut) ,y(t)],t} 
(ti = g{x(t) Ludt) ,y(t)],z} {5 
其 中 x (4) 是 状态 向 量 , 原 系 统 的 输入 wo ,输出 y(1) 都 是 观测 器 系统 的 输入 向 量 ,y (7) 为 可 
测 输 出 向 量 , 且 有 
lim CO) = x(O) 《5. 5. 3) 
这 样 的 观测 器 称 为 状态 渐 近 观测 器 。 
一 般 的 时 变 非 线性 系统 ,不 存在 统一 的 观测 器 设计 方法 。 本 节 针 对 线性 定常 控制 系统 
X(t) 一 4Ax(i) 十 Bu 人 )，t 二 0 
y(i 一 Cr(b 《5.5.4) 
进行 状态 观测 器 的 讨论 。 其 中 x*(0 是 对 维 状态 向 量 ,u(z) 是 p 维 控制 向 量 ,y(7) 是 g 维 输出 
向 量 。 


5.5.2 开 环 状态 观测 器 


在 系统 (5. 5.4) 中 ,假设 系统 矩阵 4 的 特征 值 都 具有 负 实 部 。 利 用 其 参数 和 信号 构造 
如 下 系统 
E(t) = AE(t) + Buli) 
TCD = x(2) (5. 5.5) 
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其 中 x (1) 是 状态 向 量 , 原 系 统 的 输入 wu(z) 是 观测 器 系统 的 输入 向 量 ,y (7) 为 可 测 输 出 向 量 。 

观测 器 系统 (5. 5. 5) 的 状态 方程 虽然 其 系统 矩阵 输入 矩阵 同 于 系统 (5. 5. 4) ,但 系统 初 
态 未 必 相同 ,因此 就 状态 向 量 而 言 不 能 说 是 同一 系统 ; 这 里 输出 向 量 也 就 是 状态 向 量 。 状 
态 向 量 通过 对 状态 方程 的 积分 获得 , 初 值 可 以 人 为 设 定 。 

由 于 y (2) 二 x (2) ,二 者 相同 ,所 以 输出 方程 通常 并 不 明确 列 出 。 但 必须 注意 ,输出 方程 
中 x (4) 前 面 没 有 算 阵 C,y (7) 二 Cx (zt) 是 一 个 常见 的 误区 ,属于 概念 性 错误 。 

把 系统 (5. 5.5) 和 系统 (5. 5. 4) 的 状态 方程 两 端 相 减 ,并 记 


d(1) = F(0) 一 xD (5. 5.6) 
可 得 
d(1) = Ad(1) (5.5.7) 
根据 调查 线性 系统 的 自由 响应 公式 ,有 
d(1) = ewd(0) = es[x(0) — x(0)] (5. 5. 8) 
由 于 矩阵 4 的 特征 值 都 具有 负 实 部 ,对 于 任意 的 初始 状态 x(0) 和 x (0) ,都 有 
limd(z) 一 0 (5.5.9) 
即 
lim y(z) = x(t) (5 6.109) 


因此 ,系统 (5. 5.5) 确 为 系统 (5.5.4) 的 状态 观测 器 。 

观测 器 (5. 5. 5) 要 求 原 系统 矩阵 A 的 特征 值 都 具有 负 实 部 ,有 时 并 不 满足 ; 即便 满足 ， 
状态 渐 近 观测 的 动态 过 程 (也 有 快速 性 和 平稳 性 等 要 求 ) 完 全 由 矩阵 A 决定 ,显然 无 法 
调节 。 

针对 这 些 情 况 ,可 以 为 系统 (5. 5.4) 设 计 如 下 的 闭环 观测 器 。 


5.5.3 闭环 状态 观测 器 


利用 系统 (5. 5. 4) 的 参数 和 信号 构造 如 下 系统 
X(t) = AX() + Bult) — LLCXG) — y(t)] 
TCD) = x(1) (5.5.11) 
或 者 等 价 的 形式 
x(1) = (4 一 LC) Xx) 十 Bu(t) +Ly() 
y(t) = x() (5.5.12) 
其 中 f( 世 是 状态 向 量 , 原 系统 的 输入 ui) 、 输 出 (都 是 观测 器 系统 的 输入 向 量 ,y(z) 为 可 
测 输出 向 量 。 
待定 矩阵 LL 称 为 观测 器 增益 矩阵 ,矩阵 (4 一 CC) 是 观测 器 的 系统 矩阵 ,其 特征 值 称 为 是 
观测 器 极点 。 
观测 器 系统 (5. 5. 11) 的 状态 向 量 通过 对 状态 方程 的 积分 获得 ,初始 状态 通常 取 为 
x(0)=0。 
与 开 环 观测 器 相同 ,输出 方程 通常 并 不 明确 列 出 。 但 必须 注意 ,输出 方程 中 x (z) 前 面 
没有 和 矩 阵 C, 否 则 y(t) 二 Cx (7) ,不 可 能 是 x(1) 的 渐 近 观测 ,因为 维 数 都 不 一 样 。 
把 观测 器 系统 写 为 式 (5. 5. 11) ,是 为 了 突出 在 闭环 观测 器 (5. 5. 5) 的 基础 上 引入 误差 
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Cx (1) 一 y(t) 作 为 反馈 形成 闭环 ; 而 写成 式 (5. 5. 12) ,是 为 了 突出 (4 一 LC) 为 观测 器 的 系统 
和 矩阵。 观测 器 极点 以 及 u(t) 、y(G) 都 是 观测 器 系统 的 输入 。 
把 系统 (5. 5. 11) 和 系统 (5. 5. 1) 的 状态 方程 两 端 相 减 ,并 记 


d(1) = ¥(1) — x(1) (5.5.13) 
可 得 
d(1) = (4 一 LC)d(D) (5.5.14) 
根据 调查 线性 系统 的 自由 响应 公式 ,有 
d(1) 一 errord(0) = e410[x(0) 一 x(0)] (5.5.15) 
只 要 和 矩阵 (4 一 LC) 的 特征 值 都 具有 负 实 部 , 则 对 于 任意 的 初始 状态 x(0) 和 x (0) ,都 有 
limd() 一 0 (5.5.16) 
即 
lim $2) = x() (5.5.17) 


这 样 ,系统 (5. 5. 11) 就 成 为 系统 (5. 5. 1) 的 状态 观测 器 。 

至 此 ,问题 转化 为 ,怎样 使 矩阵 (4 一 LC) 的 特征 值 都 具有 负 实 部 。 注 意 到 (4 一 LC) 与 其 
转 置 (4 一 LC)7=47 一 CTLT7 具有 相同 的 特征 值 。 回 顾 状态 反馈 极点 配置 的 知识 ,只 要 系统 
(4T,CT) 能 控 , 则 必 存 在 状态 反馈 增益 矩阵 开 , 使 得 47 一 CIK 具有 任意 的 期 望 极 点 ,而 且 条 
件 是 充分 必要 的 。 利 用 对 偶 原理 ,(A7,C") 能 控 等 价 于 (C, 一 A) 能 观测 ,进而 等 价 于 系统 
(C,A) 能 观测 (依据 秩 判 据 )。 于 是 得 到 以 下 基本 结论 : 

定理 5.5.1 可 以 通过 选取 观测 器 增益 矩阵 荆 任意 配置 观测 器 极点 的 充分 必要 条 件 
是 , 原 系统 能 观测 。 

同时 ,矩阵 (4 一 EC) 的 极点 配置 ,可 以 参照 系统 (47.C7 ) 的 状态 反馈 极点 配置 来 进行 处 
理 ; 对 于 单 输出 系统 , 若 选用 待定 参数 法 , 则 不 用 考虑 对 偶 和 和 矩阵 .向 量 的 转 置 。 

要 注意 ,观测 器 极点 必须 全 部 具有 负 实 部 。 有 具体 的 极点 位 置 , 要 考虑 渐 近 观测 的 快速 
性 、 平 稳 性 等 要 求 。 

观测 器 (5. 5.11) 也 称 为 基本 观测 器 。 显 然 , 与 系统 代数 等 价 的 系统 都 可 以 作为 观测 器 。 


5.5.4 降 维 闭环 状态 观测 器 


前 面 讲 的 开 环 观测 器 和 闭环 观测 器 ,作为 动态 系统 其 阶 次 都 与 原 系统 相同 , 称 为 全 维 
(full order) 状 态 观 测 器 。 正 如 在 观测 器 一 般 概 念 中 提 到 的 , 某 些 状态 变量 可 以 通过 输出 直 
接 得 到 。 例 如 ,如 输出 方程 是 y(7) 二 x1(7) , 则 状态 变量 x (1) 就 不 必 通 过 渐 近 估计 获取 了 ， 
只 需要 把 输出 方程 不 能 直接 提供 的 状态 变量 估计 出 来 就 可 以 了 。 这 就 是 所 谓 降 维 (reduced 
order) 状 态 观 测 器 的 基本 思想 。 

降 维 状态 观测 器 减少 了 观测 器 中 积分 器 的 数目 ,降低 了 复杂 度 和 成 本 ,提高 了 可 靠 性 。 

对 于 系统 (5. 5. 1) ,引入 状态 的 可 逆 变 换 

xX1(1) 
x(t) 一 [= 上 上 下 5 Bls PieMmy 《5. 5.18) 
Xa(t) 


把 系统 等 价 变换 为 
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iD FAm A FB ED] 
fs 上 = | 人 车 区 大 太 = 号 曾 二 吕 姑 
et) Azs Azs Lx, (7) 也， xX2 (1) 


(5. 


&.19) 


这 一 变换 的 核心 ,是 把 输出 矩阵 C 变 为 LE。 0]。 只 要 C 行 线性 无 关 , 这 样 的 变换 一 定 存 


在 。 对 于 很 多 实际 系统 ,通常 无 需 这 一 变换 ,因为 输出 矩阵 自然 具有 LE。 0] 的 形式 。 


由 于 y(O) 一 z (COD) 已 知 ,因此 只 需 对 xs (0 进行 渐 近 观 测 : (1) 一 (7) ,而 总 (四) 为 降 维 


观测 器 
总 (0 = FR 十 Gy (Co + Haut) (5. 
的 状态 向 量 。 进 而 进行 状态 的 逆 变 换 , 可 得 渐 近 观测 
Piy(Ct) + Psx, (1) 
= Px (1) + Pb, (1) -> Pixi(t) + Psxa(t) 


| 四 
= [Pp P;] = PX() = (2) (5, 
xX2(t) 
下 面 推导 获取 Xs (7) 的 方法 。 
由 系统 (5. 5. 19) 得 
Ks = Auxi + Azx; + Bau (5; 5 
区 = Auxi Alizxaz Biu 8 
y= xX 8 后 
下 面 推导 以 zs* 为 状态 向 量 的 系统 的 状态 空间 表达 式 。 由 式 (5. 5. 22) 得 
Ks =Anxs 十 及 2F + Bau 
= Azxs + Ary Bou 
= Azxs 十 [42 | | 
u 
= Awxz 十 再 这 C5, 
这 是 状态 向 量 x。 对 应 的 状态 方程 ,au( 即 y 和 uw) 是 这 个 系统 的 外 部 输入 。 
由 式 (5. 2. 23) 得 
y= Auy+Awx: Biu 05, 
于 是 有 
As = )—Any— Bu= (5. 
即 
= A (5. 
这 是 系统 的 输出 方程 。 
现在 的 问题 是 : 由 ,去 ,As ,Bs,Ais 来 渐 近 观 测 X,。 根 据 振 型 判 据 可 以 证 明 : 
(C,A) 能 观测 等 价 于 系统 (41s ,A2s) 能 观测 。 据 此 ,可 以 对 系统 
Es = Awxz + Bzi 
了 一 Aizx2 5 


5. 20) 


5.21) 


5.25) 


5.26) 


5.27) 


5.28) 


系统 


5. 29) 
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设计 全 维 状态 观测 器 , 且 可 任意 配置 观测 器 极点 。 
设 系统 (5. 5. 29) 的 全 维 渐 近 观测 器 为 


多 一 ( 甩 。 一 二 有) 总 十 盏 记 十 二 记 


(ha — LA12) KBoii+L(y—Any— Bu) (5. 5..30) 
为 了 消去 y (7) (需要 测量 ; 即便 可 测量 ,也 会 放大 y(t) 中 的 高 频 品 声 , 不 可 靠 ), 引 入 变换 
z= —Ly (5, 1 


于 是 有 
2 =(hz —LAw) (z+Ly) + B+L(— Any— Bu) 


=(An —LAw)z+ (Mz — LA Ly+Bi+L—Any—Bu) (5.5.32) 
回顾 式 (5. 5. 25) ,有 


Buii = Ay + Bou 5, 到 SS 
所 以 


之 一 (42 一 L4)z 十 [(42 — LAWL+An — LAn]y+ (B; —LB)u (5.5.34) 
这 就 是 降 维 观 测 器 的 状态 方程 。 
根据 变换 (5. 5. 31) 可 得 


高 二 z 十 Ly > Xz(t) 本 ;5 
结合 式 (5. 5. 21) ,得 降 维 观测 器 的 输出 方程 
y= Pz (Pit+PL)y (5. 5. 36) 
由 于 
y =Piy+ PsLy++P,z = Piy++P,(Ly++z) 
=Piy + P,P,t, 
一 Px + PsPsx, = [P, el | 
Xs 
=PF=x (5. 5. 37) 


式 (5. 5.36) 就 是 原 系统 的 状态 x(7) 的 渐 近 观测 。 

总 结 上 述 过 程 , 降 维 观 测 器 的 设计 的 关键 有 两 个 : 

(1) 设计 原 系统 的 可 逆 状 态 变换 矩阵 已 ,进而 算得 观测 器 状态 方程 中 的 相关 参数 矩阵 ， 

(2) 设计 观测 器 增益 矩阵 工 。 

降 维 观测 器 的 一 个 潜在 缺点 是 抗 噪声 能 力 差 : 若 系统 输出 y(z) 中 包含 噪声 成 分 , 则 会 
通过 式 (5. 5. 36) 直 接 进 入 状态 的 渐 近 估计 。 

除了 对 系统 的 状态 向 量 进行 渐 近 观测 ,也 可 以 选择 对 状态 变量 的 一 个 函数 ,如 线性 组 合 
进行 渐 近 观测 ,这 就 是 函数 观测 器 。 针 对 状态 反馈 u 一 一 Kx 可 以 考虑 函数 观测 器 ; 针对 系 
统 的 被 控 但 不 可 测 的 输出 ,也 可 以 设计 函数 观测 器 ,这 是 无 传感器 控制 的 组 成 部 分 。 函 数 观 
测 器 的 特点 是 系统 维 数 可 以 比 降 维 观测 器 更 低 , 但 其 维 数 的 确定 和 设计 方法 都 较为 烦琐 ,这 
里 不 再 详 述 。 

最 后 需要 指出 ,状态 渐 近 观测 的 证 明 ,都 需要 对 观测 器 系统 和 原 系统 做 差 。 若 原 系统 参 
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数 和 矩阵 尤其 是 系统 窍 阵 和 控制 矩阵 存在 参数 摄 动 , 则 不 能 证 明 观 测 误差 趋 于 零 。 因 此 状态 
渐 近 观测 类 似 于 解 耦 ,对 于 系统 参数 摄 动 极其 敏感 。 


5.6 基于 观测 器 的 状态 反馈 系统 


观测 器 理论 解决 了 系统 的 状态 构造 问题 ,从 而 使 状态 反馈 成 为 一 种 可 以 实现 的 控制 方 
式 。 本 节 讨 论 基 于 状态 观测 器 的 状态 反馈 系统 和 直接 状态 反馈 系统 的 异同 ,并 指出 状态 观 
测 器 的 状态 反馈 本 质 上 属于 动态 输出 反馈 。 


5.6.1 闭环 系统 和 分 离 原理 


考虑 线性 定常 控制 系统 
X(t) 一 AXC) + Buli) 
y(t) = Cx(t) (5,& 
和 状态 反馈 控制 律 
u(t) =— Kx(t) + v(t) (5. 6. 2) 


x() 是 nn 维 状 态 向 量 ,u(z) 是 p 维 控制 向 量 ,y(w) 是 g 维 输出 向 量 ,v(7) 是 新 的 p 维 控制 向 
量 ,K 是 状态 反馈 增益 。 
控制 律 (5. 6.2) 和 系统 的 闭环 系统 是 
x(1) = (A— BR)x(1) + Bvt) 


y(t) = Cx (2) (5. 6. 3) 
若 状 态 向 量 x(z) 不 能 获取 时 ,考虑 建立 其 基本 状态 渐 近 观测 器 
x(t) = (4 一 LC) x() 十 Bu(t) +Ly(t) (5.6.4) 
然后 控制 律 (5. 6. 2) 调 整 为 
u(t) =— Kx(t) + vt) (5.6.5) 


即 用 观测 器 z(z) 代 替 原 系统 状态 x(7) 。 
现在 推导 控制 律 (5. 6.5) 和 系统 (5.6.1) 的 闭环 系统 。 
由 式 (5. 6. 1) 得 
X(t) =Ax(t) + Bult) 
=Ax(t) + B[— Kx(t) + v(t)] 
=Ax(t) — BK X(t) + Bvt) (5.6.6) 


由 式 (5.6.4) 得 
X(t) 一 (4 一 LC) x + Bult) +Ly(t) 
=(A—LC) x(1) +B[L— KXx() + v0)]+LCx() 
=LCx(1)+ (A—BK—LC)x(t)+Bv(t) 蝗 . 系 淘 
于 是 可 得 闭环 系统 描述 


(i A —BK x(t) B 
Ey | | el | (5. 6.8) 
x(t) LE A—BE—LCL30) B 


x(1) 
y(t)= [C ol | (5 
x(1) 
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为 了 分 析 闭 环 系统 (5. 6. 8) 的 极点 ,引入 状态 的 可 道 变换 


ty E, 0 x(t) (C2) 

Eo STE] em 

x(1) E. —E,]Jlxc) 0) —F0) 

的 变换 后 的 闭环 系统 状态 空间 描述 为 

[0 | np BK [| [9 

. |= 十 | lvoe) (5; 6:11) 

(2) 0 A—LC lzxc) 0 
x(1) 

y(t) = [C ol | 5.6.12) 
EE) 


由 能 控 性 结构 分 解 的 知识 可 得 ,状态 向 量 x(z) 可 由 输入 v(7) 控 制 ,但 X(1) 属 于 不 可 控 
状态 。 
式 (5.6.11) 表 明 , 闭 环 系统 的 极点 由 系统 (5. 6. 3) 的 极点 和 观测 器 (5. 6. 4) 的 极点 组 成 ， 
而 且 这 两 组 极点 互 不 影响 。 这 就 是 分 离 原 理 。 

利用 分 离 原理 可 以 分 别 设计 系统 的 控制 欲 观测 问题 。 先 按照 闭环 动态 要 求 ,确定 A 一 BK 
的 极点 和 天 ,再 按照 状态 观测 的 动态 要 求 确 定 A 一 LC 的 极点 和 观测 器 增益 矩阵 工 。 

这 里 分 离 原理 是 从 基本 观测 器 推导 的 。 实 际 上 ,对 于 降 维 等 任何 一 种 状态 观测 器 ,分 离 
原理 都 成 立 。 


5.6.2 闭环 系统 的 传递 函数 矩阵 
考虑 经 可 道 状 态 变 换 后 的 闭环 系统 状态 空间 描述 式 (5. 6. 11) 一 式 (5. 6. 12) ,其 传递 函 


数 和 矩阵 为 加 [1 HA_aK BK 1 
Ga(s) =[C "(|, a 0 Pet 加 


=C[LsE, — (A— BK)J'B (5. 6.13) 
这 也 正 是 变换 系统 (5. 6. 3) 的 传递 函数 矩阵 。 


5.6.3 基于 观测 器 的 反馈 与 动态 输出 反馈 


先 给 出 动态 输出 反馈 的 一 般 概念 。 考 虑 时 变 非 线 性 系统 
| 
y(t) = gLx(2) ,C2) 3t] (5.6.14) 
x( 四 是 维 状态 向 量 ,u(t) 是 已 知 的 p 维 控制 向 量 ,y(W) 是 g 维 可 测 输出 向 量 。 
动态 输出 反馈 控制 器 具有 如 下 结构 : 
X(t) = fLx() ,y(t) ,4] 
ult) = EL ,y(t) ,1] (5.6.15) 
其 中 x (1) 是 控制 器 的 状态 向 量 , 原 系统 的 输出 y(i) 是 控制 器 系统 的 输入 ,而 控制 器 的 输出 
ulz) 就 是 原 系 统 所 需 的 控制 输入 。 
控制 器 系统 中 状态 向 量 x (1) 的 维 数 , 即 积分 器 数目 称 为 控制 器 的 维 数 或 阶 次 。 当 阶 次 
为 零 即 不 包含 积分 器 时 ,控制 器 就 简化 为 静态 输出 反馈 。 
对 于 一 般 的 时 变 非 线性 系统 ,没有 涉及 动态 输出 反馈 (5. 6. 15) 的 一 般 方法 。 
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若 原 系统 为 定常 线性 系统 (5. 6. 1) , 则 存在 设计 (5. 6. 15) 的 一 般 方法 ,为 线性 系统 : 
x(1) 一 Ax() + ByC) 
ult) = Cx(1) 十 Dy(t) 
但 仅 限 控制 器 阶 次 等 于 原 系 统 阶 次 的 情况 , 即 全 维 动态 输出 反馈 。 
对 于 降 维 或 静态 的 输出 反馈 (意味 着 结构 简单 ,成 本 低廉 ,可 靠 性 高 ) ,即便 原 系 统 为 线 
性 定常 的 ,也 没有 统一 的 设计 方法 。 
按照 动态 输出 反馈 的 一 般 概念 ,基于 全 维和 降 维 观测 器 的 状态 反馈 显然 是 动态 输出 反 
馈 的 一 种 特例 。 
基于 观测 状态 进行 系统 设计 ,是 状态 渐 近 观测 器 的 重要 初衷 之 一 ,但 是 并 非 所 有 的 系统 
设计 工作 都 可 以 基于 估计 状态 来 进行 。 以 本 章 前 述 的 输入 -输出 解 耦 为 例 , 显 然 包含 了 系 
统 过 渡 过 程 的 解 耦 。 考 虑 到 状态 观测 的 误差 在 过 渡 过 程 中 并 不 为 零 , 立 足 于 状态 渐 近 观测 
器 的 输入 -输出 解 硒 在 逻辑 上 是 不 成 立 的 。 另 一 方面 , 解 厢 有 动态 解 厅 和 静态 解 看 的 分 类 。 
静态 解 看 的 设计 ,是 可 以 基于 状态 渐 近 观测 器 来 进行 的 。 


5.7 系统 镇 定 


一 个 非 渐 近 稳定 的 控制 系统 , 若 在 适当 的 反馈 控制 律 的 作用 下 对 应 的 闭环 系统 为 渐 近 
稳定 , 则 称 该 系统 是 可 镇 定 的 (stabilizable) ,相应 控制 律 的 设计 问题 称 为 镇 定 (stabilization) 
问题 。 

镇 定 问题 只 要 求 闭 环 极点 被 配置 在 左 半 复 平面 ,无 须 指定 具体 的 位 置 。 这 样 的 极点 配 
置 属于 区 域 极点 配置 的 一 种 ,即将 闭环 极点 配置 在 某 个 指定 区 域 而 不 是 一 组 具体 的 位 置 上 。 
这 里 区 域 被 选 为 左 半 复 平面 。 

本 节 人 研究 基于 状态 反馈 和 静态 输出 反馈 的 系统 镇 定 问 题 。 

状态 反馈 保持 系统 的 能 控 性 不 变 。 这 样 ,系统 可 以 经 状态 反馈 镇 定 的 条 件 ,是 系统 不 能 
控 部 分 的 极点 位 于 左 半 复 平面 。 下 面 从 能 控 性 结构 分 解 的 角度 讨论 这 一 结论 。 

对 于 一 个 不 能 控 的 系统 (4,B) ,总 可 以 通过 适当 的 状态 的 可 逆 变 换 实现 能 控 性 分 解 , 对 
应 的 系统 和 矩阵 和 控制 矩阵 具有 以 下 结构 : 


A A B 
4-| 本 "| | | (5.7.1) 
0 ais 0 


其 中 (Au ,Bi) 是 能 控 子 系统 ,(4> ,0) 是 不 能 控 子 系统 。 
把 状态 反馈 增益 矩阵 表示 为 分 块 形式 K 一 [KK], 则 相应 的 闭环 系统 矩阵 为 
Au—BK 4 一 了 BRKs 
| 


(5. 6.16) 


A-ag -| (5.7.2) 


属于 上 分 块 的 三 角 和 矩阵 。 其 特征 多 项 式 为 
f(s) =det(sE —A+BK) 
=det(sE — A + BiKi)det(sE — Az) (5.7.3) 
其 中 det(sE 一 Au 十 BiKi) 由 于 子 系统 (A11,B,) 能 控 可 以 通过 选取 Ki 使 闭环 极点 位 于 左 半 
复 平面 ,同时 det(sE 一 Azs) 显 然 是 状态 反馈 无 法 改变 的 。 这 样 要 实现 系统 的 状态 反馈 镇 定 ， 
充分 必要 条 件 就 是 4z 的 特征 值 都 位 于 左 半 复 平面 ,或 说 都 具有 负 的 实 部 . 子 系统 (4 ,0) 渐 
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能 控 的 系统 必然 可 经 状态 反馈 实现 镇 定 ; 反之 ,可 经 状态 反馈 实现 镇 定 的 系统 , 却 未 必 
是 能 控 的 。 
下 面 讨论 基于 静态 输出 反馈 的 系统 镇 定 问题 。 
设 系 统 (C,A,B) 的 能 控 能 观测 分 解 为 
An 0 A: 0 也; 
一 全 商人 | | (5.7.4) 
6 而 邓 s 宙 0 
dy Vv Ms dnl Lo0 
其 中 子 系统 (C ,Au,Bi) 既 能 控 又 能 观测 , 子 系统 (0,Azs,B,) 能 控 不 能 观测 , 子 系统 
(C; ,Ass ,0) 不 能 控 能 观测 , 子 系统 (0,44 ,0) 不 能 控 不 能 观测 。 
设 静态 输出 反馈 增益 矩阵 为 , 则 闭环 系统 矩阵 为 
Au—BFC 0 As—BFc, 0 
42 —BFC! A A,s—B,FC: A 
0 0 ss 0 
0 0 Ass Au 


(5.7.5) 


对 应 的 特征 多 项 式 为 
f(s) = det(sE —A+BFC) 
= det(sE 一 4 BFC,)det(sE — A )det(sE — Ass)det(sE — A) 倒 , 和 大 动 
因此 ,系统 可 经 静态 输出 反馈 实现 镇 定 的 充分 必要 条 件 为 : 能 控 能 观测 子 系统 可 经 静态 输 
出 反馈 镇 定 , 同 时 不 能 控 和 (或 ) 不 能 观测 子 系统 渐 近 稳定 。 
【 例 5.7.1】 设 一 个 双 和 输入 单 输出 系统 的 参数 矩阵 为 
设 系统 (C,4,B) 的 能 控 能 观测 分 解 为 


从 商 后 一 2 0 
= [0 & 订 ; 臣 泛 | 及 一 [22] | 1 :| 本 名 网 
0 1 一 3 0 i 
系统 具有 能 观测 标准 型 ,因而 能 观测 。 能 控 性 判别 矩阵 
一 2 0 5 
[b AD “| 1 一 2 -| 本 .未 页 
0 1 5 
和 
0 5 一 25 
[b, Ab; “|-: 一 1 10 (5.7.9) 
1 一 5 14 


都 可 逆 。 因此 ,每 个 输入 变量 都 可 以 单独 完全 控制 系统 ,系统 能 控 。 于 是 系统 可 经 状态 反馈 
任意 配置 闭环 极点 ,当然 可 以 状态 反馈 镇 定 。 
设 系 统 的 静态 输出 反馈 增益 为 


a 
F=| | (5.7.10) 
b 


则 闭环 系统 矩阵 为 
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0 0 5 十 2a 
4 一 BFC | 0 Q& 十 20 | 711 
0 1 = 四 一 各 
对 应 的 特征 多 项 式 为 
f(s) =det(sE 一 4 十 BFC) 
三好 证人 十 国 中 十 红 一 闫 十 一 = 半天 一 曙 人 12》 
若 取 
Q& 一 一 3， 0 一 一 2 (5; 7 13) 
则 
f(s) =5 二 +s 二 2s 十 1 (5.7.14) 


利用 Routh 判 据 或 Hurwitz 判 据 可 知 系统 全 部 特征 值 都 具有 负 的 实 部 。 因 此 ,确实 存在 静 
态 输 出 反馈 使 该 系统 实现 镇 定 。 

上 述 方法 实际 上 是 针对 静态 输出 反馈 的 待定 参数 法 。 由 于 系统 为 单 输出 ,所 以 特征 多 
项 式 系数 都 是 控制 参数 的 一 次 函数 。 若 系统 为 多 输入 -多 输出 ,控制 矩阵 和 输出 矩阵 的 秩 
都 严格 大 于 1, 则 闭环 特征 多 项 式 系数 必定 出 现 控制 参数 的 2 次 或 以 上 的 乘 方 ,难以 进行 后 
续 分 析 。 所 以 ,这 样 的 方法 不 具有 一 般 性 。 

考虑 特征 多 项 式 (5.7.12)。 任 意 的 极点 对 应 任意 的 常数 项 ,一 次 项 和 二 次 项 系数 ,但 这 
三 个 系数 只 包含 两 个 控制 参数 。 因 此 ,这 两 个 控制 参数 不 可 能 实现 任意 的 极点 配置 (三 个 方 
程 两 个 未 知 数 ) 。 


5.8 针对 系统 外 部 扰动 的 控制 律 设 计 

外 部 扰动 是 环境 对 系统 的 影响 。 扰 动 有 多 种 形式 和 分 类 。 对 扰动 定位 不 同 ,处 理 方法 
也 可 能 不 同 。 

对 于 标量 的 扰动 信号 w( 若 w 为 向 量 ,道理 类 似 ) ,通常 有 以 下 几 个 认 知 角度 : 

(1) w(z) 能 否 在 线 测量 。 

(2) w(z) 的 振 型 是 否 已 知 , 或 等 价 地 说 ,其 Laplace 变换 的 分 母 是 否 已 知 。 

(3) w() 的 振 型 已 知 的 前 提 下 ,rw(?) 及 其 若干 阶 次 的 变化 率 包 (2) ,如 (7)… 是 否 可 以 在 
线 测量 。 


(4) w() 是 否 能 量 有 界 , 即 其 L 范 数 | ww (Dd 是 否 是 一 个 有 限 值 ? 其 中 积分 上 限 有 


时 取 为 =o。 正 弦 信 号 在 T= 二 co 时 就 不 满足 能 量 有 界 。 

(5) w(n) 的 幅 值 是 否 有 界 , 即 max|w(1) | 是 否 是 一 个 有 限 值 。 如 脉冲 就 不 满足 幅 值 
有 界 。 

(6) 若 zw 是 随机 过 程 , 其 包含 均值 .方差 在 内 的 各 阶 矩 是 否 已 知 。 

若 (1) 成 立 , 则 可 针对 扰动 信号 在 控制 律 中 引入 前 馈 补偿 ; 

若 (2) 成 立 , 则 可 按照 内 膜 原理 进行 反馈 设计 ,实现 零 静 差 ; 

车 (3) 成 立 , 则 可 基于 模型 匹配 针对 扰动 信号 在 控制 律 中 引入 前 馈 补偿 ; 

若 (4) 成 立 , 可 以 基于 系统 的 工 , 或 H. 性 能 指标 进行 分 析 和 设计 , 即 优 化 输出 与 设 定 值 
误差 的 工 范 数 ; 
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若 (5) 成 立 , 则 可 以 考虑 系统 的 工 -性 能 指标 , 即 优化 输出 与 设 定 值 误差 的 幅 值 ; 

若 (6) 成 立 , 比 如 痉 是 白 噪声 , 则 可 以 进行 鲁 棒 方 差 控 制 , 即 优化 输出 与 设 定 值 误差 最 
为 白 噪声 的 方差 。 

本 节 仅 在 条 件 (1) 一 (3) 下 讨论 针对 扰动 信号 的 控制 律 设计 问题 ,如 阶 跃 函 数 、 斜 坡 函 
数 . 正 弦 函 数 等 。 这 类 扰动 在 实际 系统 中 广泛 存在 ,如 雷达 天 线 要 在 阵风 干扰 下 准确 指向 目 
标 ,船体 要 抑制 海浪 造成 的 船体 纵向 或 横向 的 摇摆 ,飞行 器 要 克服 气流 的 不 利 影响 等 等 。 扰 
动 信号 的 函数 形式 (或 振 型 ) ,可 以 用 分 析 或 辨识 的 方法 获得 。 

若 扰动 信号 的 函数 形式 已 知 , 则 总 可 以 将 其 建 模 为 某 个 自治 动力 学 系统 的 输出 信号 ,这 
个 动力 学 系统 与 被 控 系 统 显 然 是 串联 关系 。 

各 种 设计 的 最 终 目标 ,都 是 使 系统 输出 与 设 定 值 的 误差 能 够 抑制 或 消除 扰动 信号 的 影 
响 , 使 其 动态 性 能 和 静态 性 能 满足 预期 要 求 。 

本 节 内 容 包 括 调节 器 问题 描述 ,闭环 系统 静态 无 差 的 条 件 , 扰 动 信号 可 以 测量 和 不 可 测 
量 时 的 控制 律 设计 。 控 制 考虑 状态 反馈 、 前 馈 和 状态 以 及 扰动 模型 的 观测 器 。 


5.8.1 调节 器 问题 
调节 问题 和 随 动 跟踪 问题 是 传统 控制 理论 与 工程 的 经 典 内 容 , 如 图 5. 8. 1 所 示 。 


mw | 扰动 


十 


v . = —| KS) a G(s) 
设 定 值 一 于。 入 制 轨 “被 入 系统 | 和 输出 


5.8.1 调节 器 问题 


图 中 G(s) 是 被 控 系 统 (C,A,B) 的 传递 函数 矩阵 ,K(s) 是 控制 器 的 传递 函数 矩阵 ,y 是 被 
控 的 系统 输出 ,v 是 被 控 输出 的 设 定 值 ,e 二 v 一 y 是 误差 ,uw 和 w 分 别 是 作用 于 被 控 对 象 的 
控制 输入 和 外 部 扰动 输入 。 
问题 的 统一 提 法 是 : 设计 控制 器 K(s) ,使 得 闭环 系统 稳定 .具有 满意 的 动态 性 能 、 实 现 
零 静 差 或 静态 误差 满足 要 求 。 
车 v= 二 0, 就 是 要 保证 输出 y 不 受 扰动 w 的 影响 , 称 为 调节 问题 ; 若 w 王 0, 就 是 要 求 输出 
y 跟随 设 定 值 变化 ,实现 零 静 差 或 静 差 满 足 要 求 , 称 为 跟踪 问题 。 
在 跟踪 问题 中 , 设 定 值 v 除了 可 测 之 外 ,和 扰动 w 一 样 都 是 系统 的 外 部 量 。 这 样 ,调节 
问题 和 跟踪 问题 的 要 求实 际 上 是 一 致 的 ,统称 为 调节 器 问题 。 
在 图 5. 8. 1 中 , 设 被 控 系 统 的 状态 空间 描述 为 
X(t) = Ax(t) + Bult) + Bw(t) 
y(t) = Cx (1) (5. 8. 1) 
扰动 信号 的 状态 空间 描述 为 


?= 


Z1(1) = Mizi(t) 
w(t) = Dizi (1) (5, &D 
设 定 值 的 状态 空间 描述 为 
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zz2(t) = Mzz (1) 


v(t) = D,z, (1) 全 ;于 
记 
sti) M 0 
z(t) = pd M= | po N= [B.D: 0], D=[0 D;] (5. 8. 4) 
则 有 
X(t) 一 4Ax(Ct) 十 Bue(C) 十 Nz(t) 
z(t) = Mz(t) 
e(t) =— Cx(t) 十 Dz(t) 全 .入 的 


设 x() 是 nn 维 的 ,外 部 信号 状态 z(2) 是 p 维 的 ,u() 是 /1 维 的 ,e() 是 mm 维 的 。 
在 这 个 状态 空间 描述 中 , 设 定 值 与 原来 的 系统 输出 的 误差 e(z) 是 输出 ,扰动 信号 与 设 定 
值 统一 建 模 为 z(1)。 调 节 器 问题 是 指 , 设 计 一 个 以 误差 e(z) 为 输入 的 系统 
Kc(t) = Acxc(t) + He(t) 


ult) =— Fexc(t) — Fe lt) (5. 8. 6) 
使 其 与 被 控 系 统 (5. 8. 1) 组 成 的 闭环 系统 渐 近 稳定 , 且 
lime(z) = 0 5.87 


系统 (5. 8. 6) 称 为 被 控 系 统 (5. 8. 1) 的 调节 器 。 
注意 , 当 讨论 系统 的 渐 近 稳定 时 ,要 忽略 系统 的 外 部 扰动 输入 , 即 假定 Nz(?) 硅 0。 记 


ja ee | 
xL(t) = js WM 三 (5. 8. 8) 
Xceli) —HC Ac 
N 一 BF.D 
.=| | 本 三 医家 则 y 购 二 忒 (5. 8. 9) 
HD 
则 调节 器 (5. 8. 6) 和 被 控 系 统 (5. 8. 5) 的 闭环 系统 是 
KL (1t) = ALxi(t) + Niz (i) 
el(1) = Cixi (2) + Dz (2) (5. 8. 10) 
对 于 被 控 系统 (5. 8. 1) 和 外 部 信号 模型 
2(1) = Mz (1) 人 dy 
有 以 下 几 点 基本 假设 : 


(1) 被 控 系 统 (5. 8. 11) 能 控 且 能 观测 。 

(2) 输出 矩阵 C 行 满 秩 , 意 即 各 个 输出 分 量 之 间 线 性 独立 。 

(3) 若 仅 以 e(D 零 静 差 为 目标 , 则 可 假设 系统 (5. 8. 11) 中 M 的 特征 值 实 部 非 负 。 这 是 
因为 ,具有 负 实 部 的 振 型 其 分 量 渐 近 趋 于 零 ,不 会 影响 系统 的 静 差 。 

下 面 推导 闭环 系统 (5. 8. 10) 零 静 差 的 条 件 。 

对 闭环 系统 的 首要 要 求 是 渐 近 稳定 , 即 xi() 的 自由 分 量 err'x1.(0) 的 静态 值 为 零 。 

讨论 误差 e(z) 的 静态 值 , 只 需 讨 论 外 部 信号 状态 z(1) (本质 上 是 设 定 值 和 扰动 ) 引 起 的 
xL(?) 的 强制 分 量 XL(t) 对 e(z) 的 影响 

因为 闭环 系统 渐 近 稳定 ,所 以 稳 态 阶段 强制 分 量 XL (7) 必 为 外 部 信号 z(?) 各 个 分 量 的 线 
性 组 合 。 设 稳 态 阶段 
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XL(t) =— Ez(1) (5. 8.12) 
其 中 EE 是 (mn 十 g) Xp 常 值 矩 了 泗 。 此 时 ,误差 
el(1) 一 Crxr(i) + Dz(t) 
一 一 CrEz(t) 十 Diz(t) 


一 (D, 一 CE)z(t) (5. 8. 13) 
由 于 外 部 信号 状态 z() 取 值 的 任意 性 ,保证 e(2) 零 静 差 的 充分 必要 条 件 是 
Dri—CE=0 (5. 8. 14) 
考虑 系统 (5. 8. 10) 的 状态 方程 。 稳 态 阶段 ,有 
EL(1) = AL KL(t) + Niz(t) 5 .15 
结合 式 (5. 8. 11) 和 式 (5. 8. 12) ,有 
Niz(t) — ALEz(t) Ez(t) EMz (1) (5. 8. 16) 
同样 由 于 z(z) 取 值 的 任意 性 , 式 (5. 8. 16) 等 价 于 
ALE—EM= Ni 全 人 


式 (5. 8.17) 为 关于 EE 的 Sylvester( 西 尔 维 斯 特 ) 方 程 ,对 任意 的 矩阵 Ni ,方程 有 唯一 解 
的 充分 必要 条 件 是 4 和 M 没有 相同 的 特征 值 。 该 方程 提供 了 一 种 计算 外 部 信号 引起 的 系 
统 强制 状态 响应 分 量 的 方法 , 即 求 得 已 后 代入 式 (5. 8. 12) ,而 不 必 计 算 积 分 。 

在 系统 渐 近 稳定 的 前 提 下 (4: 的 特征 值 都 具有 负 实 部 ) , 式 (5. 8. 14) 和 式 (5. 8. 17) 就 是 
零 静 差 的 充分 必要 条 件 , 其 中 式 (5. 8. 14) 称 为 输出 条 件 , 式 (5. 8. 17) 称 为 装置 条 件 。 

【 例 5.8.1】 已 知 系统 和 外 部 信和 号 模型 如 下 : 


0 1 0 0 
XLCt) -| or+| 上 
一 区 一 过 一 


| 0 
z(t) = | ko; z(0) = | | (5. 8. 18) 
—1 0 1 
求解 系统 的 强制 分 量 XL (7) 。 
解 : 系统 的 特征 多 项 式 为 
半生 部 秆 多 (5. 8. 19) 
特征 值 是 {一 1, 一 2} ,所 以 系统 渐 近 稳定 。 
外 部 模型 的 系统 矩阵 
[1 
M= (5. 8. 20) 
一 1 0 


的 特征 值 是 { 士 j} ,与 { 一 1, 一 2} 没 有 重合 的 ,因此 对 应 的 Sylvester 方程 
| 0 ,| | 0 ,| | 0 0 | 
本 一 申 一 (8. 82 
2 3 1 人 1 3 


1 0 
z=| | (5. 8. 22) 


有 唯一 解 。 解 得 


有 外 部 模型 得 


sint 
z(t) = ez (0) 一 | | C5. 8. 23) 


cost 
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因此 ,根据 式 (5. 8. 12) ,系统 的 强制 状态 分 量 为 
sint 
xL(1) =— Ez(1) -| | (5. 8. 24) 
cost 


【 例 5.8.2】 已 知 系统 和 外 部 信号 模型 如 下 


0 1 —1 0 
XL(t) = EC 十 z(t) 
en 和 1 0 
0 0 
z(t) = z(t) 
1 0 


e( 一 [1 oz 十 [1 0]z(D 大 : 世 2 
证 明 该 系统 为 零 静 差 。 
证 明 : 各 个 参数 矩阵 如 下 : 


0 0 0 = 人 
4=| ， 中 m=| | ~.=| i 四， C=[1 0], D.=[1 0] 


1 光 
Ai 和 M 没有 相同 的 特征 值 ,对 应 的 Sylvester 方程 有 唯一 解 


0 1 0 0 = 汪汪 
[a 人 
一 1 一 各 1 0 1 0 


(5. 8. 26) 


解 得 
tO 
E= | | (5. 8. 28) 
| 
同时 ,经 计算 得 
ae-n o 叫 on oo (5.8.29) 


输出 条 件 和 装置 条 件 同时 成 立 ,因此 系统 为 零 静 差 。 


5.8.2 外 部 信号 状态 可 测量 的 控制 律 设计 
在 系统 (5. 8.5) 中 , 若 由 系统 状态 向 量 x(z) 和 外 部 信号 状态 z() 组 成 扩张 向 量 ,可 得 如 


下 扩张 系统 
[| 双 |] 加 
一 十 u(t) 
z(t) 0 MJLz(Ci) 0 


elt) 一 [一 C o | (5. 8. 30) 
z(t) 
在 x(t) 和 z(z) 都 能 在 线 测量 的 情况 下 .考虑 扩张 系统 (5. 8. 30) 的 状态 反馈 控制 律 
u(t) =— LF. Fo |=-Pzwe 一 Pa@ C6. BID 
z(t) 


对 应 的 闭环 系统 为 


XD | Wi | 
z(t) 0 M z(t) 
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x(1) 
e( 一 [一 C mal | (5; B32) 
z(1) 


这 里 有 一 点 需要 说 明 : 从 形式 上 看 , 式 (5. 8. 31) 是 扩张 系统 (5. 8. 30) 的 状态 反馈 控制 
律 ; 但 从 物理 意义 上 看 ,控制 律 中 的 一 Px(z) 是 基于 系统 状态 x(7) 的 反馈 ,而 一 F.z (7) 是 基 
于 外 部 信号 状态 z(7) 的 前 馈 。 

以 下 分 两 种 情况 进行 讨论 。 

(1) D==0, 即 外 部 信号 的 影响 仅 发 生 在 状态 方程 中 。 

状态 反馈 增益 矩阵 F, 和 下 . 的 设计 方法 如 下 : 

Q@ F, 必须 保证 闭环 系统 渐 近 稳定 , 且 具 有 满意 的 动态 性 能 ,可 以 通过 合理 配置 矩阵 
(4 一 BF,) 的 特征 值 来 实现 。F, 称 为 镇 定 和 矩阵 ; 

@ F. 必须 使 得 输出 e(z) 不 受 z(7) 的 影响 , 称 为 伺服 矩阵 。 

由 式 (5. 8. 32) 得 


X(t) = (A—BF,)x(t) + (NO— BF.)z(t) 


el(t) =— Cx(t) (5 8..33) 
从 z() 到 elt) 的 传递 函数 矩阵 为 
G(s) =—CLsE— (A— BF,)]'(N— BF.) (5. 8. 34) 
由 矩阵 知识 可 得 
[sE— (A—BF,)] : | 人 Ess (5. 8. 35) 
进而 对 矩阵 (4 一 BF,) 应 用 Cayley-Hamilton 定理 ,可 得 
G(s)=0 
CLI(N—BF.) (A—BF,)(N—BF.) : (A—BF,.)"™"'(N—BF.)]=0 (5.8.36) 
进一步 整理 得 ,G(s) 二 0 的 充分 必要 条 件 是 ， 
CLB (A—BF.)B … (A—BF.)" BF. 
=C[IN (A—BF)N … (4 一 BF 一 N] (5. 8.37) 
根据 线性 方程 组 理论 , 若 
rankC[B (A—BF)B … (A—BF.)"'B]=m (5. 8. 38) 


即行 满 秩 , 则 系数 矩阵 的 秩 一 定 等 于 增 广 矩 阵 的 秩 。 此 时 ,伺服 矩阵 F. 作为 方程 组 的 解 必 
然 存 在 。 注 意 到 这 样 计 算得 出 的 F. 实际 上 不 依赖 于 zx(z) 的 具体 表达 形式 。 
(2) D 才 0, 即 外 部 信号 的 影响 同时 出 现在 状态 方程 和 误差 中 。 
车 D 天 0, 则 (1) 中 的 做 法 失效 ,但 仍 可 以 通过 求解 适当 的 矩阵 方程 组 得 到 控制 律 ,而 且 
该 方法 也 适用 于 D=0 的 情况 。 
控制 律 仍 取 式 (5. 8. 31) ,镇 定 和 矩阵 F, 的 设计 原则 不 变 ; 在 此 基础 上 ,实现 系统 零 静 差 
的 伺服 矩阵 F. 可 由 零 静 差 条 件 (5. 8. 17) 得 出 。 此 时 ,E 是 nXp 算 阵 ,装置 条 件 为 
N—BF.= (A—BF.)E—EM (5. 8. 39) 
所 以 
N= AE— EM+B(F.— F.E) (5. 8. 40) 
因此 ,在 已 经 确定 F, 的 基础 上 ,由 式 (5. 8. 40) 可 解 得 F.。 步 又 如 下 : 
判断 系统 (4,B) 的 能 控 性 。 若 能 控 , 进 入 下 一 步 ; 否则 终止 。 
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@ 求解 关于 未 知 2X 户 矩阵 已 和 7 X 户 矩阵 @ 的 方程 组 
N=AE—EM+BOQ 


D=—CE (5. 8.41) 
@ 按照 前 述 原则 设计 F,。 
@ 计算 伺服 矩阵 
F.=Q+FE (5. 8. 42) 


通过 核对 矩阵 的 阶 数 可 知 , 若 输入 维 数 ! 大 于 等 于 输出 维 数 闷 , 则 方程 组 (5. 8. 41) 中 未 
知 数 个 数 nXp 十 1Xp 大 于 等 于 方程 的 个 数 n Xp 十 mXp。 

进一步 ,方程 组 (5. 8. 41) 有 了 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 ,和 矩阵 E 的 特征 值 都 不 是 系统 
(C,A,B) 的 传输 零点 。 注 意 到 E 的 特征 值 是 系统 外 部 信号 的 振 型 ,因此 ,系统 要 实现 零 静 
差 ,除了 能 控 ( 输 出 反馈 还 要 考虑 能 观测 ) 的 前 提 外 ,对 外 部 信号 与 系统 的 “匹配 ?也 是 有 客观 
要 求 的 。 

【 例 5.8.3】 已 知 被 控 系 统 


一 个 沸 0 一 5 
x(t) = | Fod+| od+| [Be 
一 4 0 1 10 
el(t) 一 [2 1]x(t) (5. 8.43) 


求 形 如 (5. 8. 31) 的 控制 律 , 是 系统 渐 近 稳定 , 且 e(z) 不 受 w(0) 的 影响 , 设 w(z) 为 常 值 扰动 。 
解 : 本 例 中 D=0。 检 验 系统 的 能 控 性 。 


0 1 
rank[B AB]= rank| 。 小 (5. 8.44) 
系统 能 控 。 
一 到 了 功 
rank[LN AN]= rank| 上 人 (5. 8.45) 
65 20 


形式 上 表明 ,外 扰 信 号 可 以 完全 “控制 "两 个 状态 变量 , 即 外 扰 信 号 的 确 影 响 系统 。 进 一 
步 地 ， 
一 5 10 
CLN AN]= [2 可 上。 (5. 8. 46) 
表明 外 扰 也 确实 影响 误差 e(7)。 
设 F, 二 [fi f:]。 系 统 的 闭环 特征 多 项 式 为 


十 (3 一 fa)s+ (20 一 5f1 一 3f2) (5. 8.47) 
取 亡 =0, 亡 一 一 15, 则 
—3 5 
:=A—BF.—| | (5. 8. 48) 
一 4 一 15 


特征 值 为 { 一 5, 一 13} ,闭环 系统 渐 近 稳定 。 
进一步 计算 得 
CLN ALN]= [2 oi 9 上 0 (5. 8. 49) 
10 一 130 
因此 方程 (5. 8. 37) 的 一 个 解 是 下 -=0。 
再 来 考虑 对 应 于 矩阵 方程 组 (5. 8. 41) 的 求解 方法 。 此 时 F, 的 设计 方法 不 变 。 
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由 输出 条 件 
CE=[2 1]E=0 (5. 8. 50) 
得 
s=| : | (5. 8.51) 
— 2 


其 中 a 是 待定 参数 。 代 入 式 (5. 8. 41) 的 第 一 个 方程 ,得 


TE: blk a 
10」 |-4 ol|l—2za | ij 
对 于 常 值 扰动 w(D ,对 应 的 M=0。 解 得 wa=5/13,Q=150/13。 再 由 式 (5. 8. 42) 即 可 确 
:二 

以 上 两 种 方法 有 一 个 共同 的 缺陷 : 当 系统 参数 矩阵 有 参数 摄 动 时 ,不 能 保证 零 静 差 , 方 
法 失效 。 


5.8.3 外 扰 状 态 观测 器 


在 扩张 系统 (5. 8. 30) 中 , 若 系统 状态 向 量 x(z) 和 外 部 信号 状态 向 量 z(1) 都 不 能 直接 测 
量 , 可 已 考虑 为 其 设计 状态 观测 器 ， 
(1) — x(t), Z(t) — z(t) (5, SD 
进而 考虑 基于 观测 状态 X(t) 和 2(z) 的 控制 律 
X(t) 


u(t) =—[F, | | (5. 8.54) 


2Z(2) 
F, 和 下 按照 x(t) 和 z() 已 知 的 情形 进行 设计 。 
扩张 系统 (5. 8. 30) 的 基本 观测 器 为 
£1) | 四 [| 
:|= 十 | ”| 十 elt) (5.8.55) 
[a | —H:C M—H:D]|2) 0 五 > 
其 中 Hl 和 H; 观 测 器 增益 矩阵 ,按照 观测 器 的 动态 性 能 要 求 设计 。 
这 里 面 有 一 个 渐 近 观测 器 是 否 存在 的 理论 问题 , 即 扩张 系统 中 能 否 由 误差 e(2) 渐 近 观 
测 x(z) 和 z(t)。 对 于 实际 被 控 对 象 和 外 部 信号 z(z) ,这 个 要 求 都 能 满足 。 
把 控制 律 (5. 8. 54) 代 入 观测 器 (5. 8. 55) ,得 基于 误差 e(1) 的 补偿 器 
£1) A—HC—Br, N—mD—BE.é]| rH 
-| ] F[ 上 | (5. 8.56) 
[a —H:C M—H:.D Z(1) H; 
按照 补偿 器 方程 ,通过 在 线 积分 运算 得 到 xX(z) 和 2z(7) ,就 得 到 控制 律 (5. 8. 54) 。 


5.9 鲁 棒 调 节 器 

5. 8 节 针 对 扰动 的 控制 律 设计 假设 被 控 系统 模型 精确 已 知 。 若 系统 的 参数 发 生变 化 ， 
就 会 导致 系统 参数 年 阵 的 变化 ,进而 导致 无 法 精确 抵消 扰动 的 影响 ,不 能 实现 零 静 差 。 本 节 
讨论 系统 参数 变化 的 前 提 下 ,闭环 系统 的 稳定 性 、 零 静 差 特性 的 变化 情况 ,以 及 如 何 保证 这 
些 性 质 不 变 。 

在 式 (5. 8. 10) 中 , 设 闭 环 系统 矩阵 Ai 的 特征 值 都 具有 负 实 部 。 若 系统 矩阵 A 和 控制 
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和 矩阵 B 的 元 素 发 生变 化 , 则 会 导致 4: 发 生变 化 : AL 一 Ar 十 641。 若 Ar 十 641 的 特征 值 仍 都 
具有 负 实 部 , 则 称 特征 值 都 具有 负 实 部 这 种 性 质 对 于 6A1 或 说 系统 参数 变化 是 鲁 棒 的 
(Robust) ,或 说 具有 和 鲁 棒 性 (Robustness) 。 

由 于 系统 的 特征 值 连续 依赖 于 系统 的 参数 (可 以 理解 为 每 个 特征 值 都 是 系统 参数 的 连 
续 函 数 ), 且 具有 负 实 部 的 特征 值 显然 与 虚 轴 有 一 定 距离 ,因此 ,只 要 系统 参数 变化 足够 小 ， 
总 能 保证 特征 值 仍 具 有 负 的 实 部 。 这 样 看 来 ,特征 值 都 具有 负 实 部 这 种 性 质 对 于 341 一 定 
是 鲁 棒 的 。 这 是 一 个 定性 的 结论 ,至 于 定量 的 分 析 , 即 A 具体 的 一 组 具有 负 实 部 的 极点 可 
以 容许 多 大 的 参数 变化 ,已 有 处 理 方法 。 

以 上 是 系统 参数 变化 对 闭环 系统 稳定 性 的 影响 。 

若 系 统 的 参数 变化 不 影响 系统 的 零 静 差 特 性 ,这 时 的 控制 器 称 为 鲁 棒 调 节 器 。 上 节 的 
控制 律 (5. 8. 31) 就 不 是 鲁 棒 的 。 

鲁 棒 性 是 一 个 广泛 存在 的 概念 。 数 理 统 计 中 估计 量 的 稳健 性 、 微 分 方程 的 解 对 于 初 值 
的 依赖 性 ,本 质 上 都 是 鲁 棒 性 。 

使 系统 镇 定 的 控制 律 具 有 和 鲁 棒 性 。 

为 了 实现 系统 稳定 性 的 极点 配置 显然 具有 重 棒 性 。 

为 了 保证 系统 动态 性 能 的 极点 配置 ,由 于 性 能 指标 连续 依赖 于 控制 参数 和 系统 参数 , 实 
际 上 也 具有 和 鲁 棒 性 。 

状态 渐 近 观测 器 对 于 系统 参数 变化 一 般 来 说 没有 和 鲁 棒 性 (因为 误差 方程 中 体现 参数 变 
化 的 项 无 法 处 理 以 保证 误差 渐 近 为 零 ) 。 

基于 观测 器 的 状态 反馈 镇 定 具 有 重 棒 性 (因为 闭环 系统 极点 都 具有 负 实 部 从 而 允许 足 
够 小 的 参数 变化 ; 虽然 这 时 状态 渐 近 观测 并 不 成 立 ) 。 

解 耘 控制 不 具有 和 鲁 棒 性 。 

实际 系统 的 参数 变化 广泛 存在 。 可 以 想见 ,不 具有 和 角 棒 性 的 控制 律 实际 上 是 无 法 应 用 
的 。 以 下 讨论 常 值 扰 动 下 的 鲁 棒 调 节 器 ,然后 给 出 针对 一 般 扰动 的 鲁 棒 调 节 器 设计 方法 。 


5.9.1 常 值 扰动 的 鲁 棒 调节 器 


回顾 单 输 入 - 单 输出 控制 系统 , 若 系统 存在 常 值 扰动 , 且 系 统 的 设 定 值 为 常 值 。 为 使 闭 
环 系统 零 静 差 ,通常 采用 PI 调节 , 即 针对 误差 e(z) 进 行 比例 积分 控制 。 系 统 在 静态 时 ,为 了 
抵消 常 值 扰动 的 影响 并 使 系统 输出 为 常 值 ,控制 输入 也 应 为 常 值 。 由 于 PI 调节 器 有 积分 作 
用 项 ,有 可 能 实现 零 静 差 ,关键 是 在 误差 e(z) 的 后 面 串 联 积分 器 作为 控制 器 的 一 部 分 。 

把 以 上 思路 用 于 多 输入 -多 输出 系统 ,此 时 误差 e(z) 为 向 量 。 在 每 个 误差 分 量 的 后 面 串 
联 积分 器 ,可 以 产生 抵消 外 扰 的 常 值 控制 作用 , 且 使 每 个 静态 误差 分 量 为 零 。 

回顾 系统 模型 (5. 8. 5) 。 常 值 扰动 对 应 误差 M 一 0。 将 其 重 写 如 下 : 

(1) = Ax(t) + Bult) 十 Nz(CD) 

2 =0%2) = 0 

el(1) =— Cx (1) + Dz() (5. 9.1) 
在 控制 输入 wu(z) 中 应 有 误差 向 量 e(z) 的 积分 项 。 设 


q(t) = | ear (5. 9.2) 
0 
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则 有 
qd(t) = el(t) 一 一 Cx(i) 十 Dz(t) 个 ; 东汉 
与 被 控 系 统 组 成 扩张 系统 
X(t) | | [| al 
一 时 u(t) 十 Iz (1) 
Pd -Cc ollaw]| lo D 
x(1) 
et) =[—C all 上 mo (5. 9. 4) 
q(t) 
设 控制 律 为 
x(1) 
ult) Fx()— Fa) [LF, rl | (5. 9.5) 
q(t) 
其 中 包含 积分 项 Fuq (1)。 
在 系统 (5.9.1) 中 ,输入 u(t) 是 1 维 的 ,误差 e( 四 是 m 维 的 ,扩张 系统 是 十 m 维 的 。 能 
控 性 判别 矩阵 是 
sd [sa ea ea 
= -Cc ojlo| L-c ollo —C 0 sll 
-| AB A’B i A | 
lo -ep 一 ChB —CA"'™B 
-| A(B AB … a 
Le -CB 4B “ Ari™'B) 
bs a CB A = il 
一 《5 $0 
一 心 DE 0 
在 (4,B) 能 控 的 条 件 下 ， 
rank(B AB … 4" 有) 
一 rank(B AB … 4 一 B) 
一 7 5. 7 
因此 ,系统 (5.9.1) 能 控 即 rankQ==n 十 m 的 充分 必要 条 件 是 
jd 
rank = nm (5.9.8) 
GG” 二 


注意 到 式 (5.9.8) 中 矩阵 是 十 冯 行 2 十 2 列 的 ,条 件 成 立 的 必要 条 件 之 一 ,是 /三 m, 物 理 意 
义 为 系统 控制 输入 的 维 数 不 低 于 系统 输出 或 误差 的 维 数 。 
控制 律 (5. 9.5) 和 系统 (5. 9. 1) 组 成 闭环 系统 


Dy x(t) 
三 沪 + Niz(t) 
q(2) q(t) 


Ty 
e(t)=C 十 Drz (2) (5. 9. 9) 
q(t) 


A—BF, —BF, N 
= ; 巩 二 ， C=[-C 0], D.=D (5.9.10) 
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由 于 M0,Sylvester 方程 ALE 一 EM 一 Ni 简化 为 ALE 二 Nr。 因为 闭环 系统 渐 近 稳定 ,所 
以 Ai 的 特征 值 都 具有 负 实 部 ,一 定 可 道 ,由 此 解 得 E 二 Az'Ni。 
另 一 方面 , 式 (5. 9. 10) 表 明 Sylvester 方程 ALE 一 Ni 即 
A—BF, —BF, N 
| i 上- 后 :成 . 了 1 
所 以 一 CE 一 也 ,也 就 是 说 ,装置 条 件 本 身 包含 了 输出 条 件 。 至 此 ,系统 满足 零 静 差 的 充分 必 
要 条 件 。 
梳理 上 述 分 析 , 有 
(1) 渐 近 稳定 二 装置 条 件 二 输出 条 件 ; 
(2) 装置 条 件 和 输出 条 件 今 零 静 差 ; 
(3) 渐 近 稳定 具有 和 鲁 棒 性 。 
所 以 ,这 里 得 到 的 零 静 差 也 是 具有 和 鲁 棒 性 的 。 
因此 系统 存在 鲁 棒 调 节 器 
9(C) 一 e(t) 
ult) =— Fx(t) — Fg (t) (5. 9 12) 
的 充分 必要 条 件 为 式 (5.9.8)。4d(t) 是 误差 e(7) 的 在 线 积分 。 若 状态 x(7) 不 能 测量 , 则 可 用 
基于 渐 近 观测 器 的 估计 状态 代替 。 
【 例 5.9.1】 考虑 系统 


[| | ed | | | | 
es 曲 - u(t) 十 ~ 
Ca 0 2jLxs(CzD) 1 一 1 
e1(t) 2: x1(t) a 2 
ed | “je i 
其 中 ,扰动 /和 设 定 值 v 都 是 阶 跃 函数 。 求 闭环 极点 为 {一 1, 一 1, 一 2, 一 2} 的 和 鲁 棒 调节 器。 
解 : 首先 检验 鲁 棒 调节 器 的 存在 条 件 : 


〈5. 9. 13) 


业 于 车 
AB 021 0 
rank| 上 rank =4=2+2=n+m (5. 9.14) 
cE 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 
所 以 条 件 成 立 。 
由 闭环 极点 { 一 1, 一 1, 一 2. 一 2} 得 对 应 的 闭环 特征 多 项 式 为 
5 十 6 十 13s% 十 12s 十 4 《5. 9. 15) 
采用 化 多 输入 为 单 输入 的 极点 配置 方法 ,得 到 一 组 反馈 增益 矩阵 
I 一 全 1 18 
| | m=| | (5 16) 
0 0 四 二 
再 令 
#31 (7) 
ji 者 = I , FI | 本 下 (5.9.17) 
gz(t) oLez(Czr) 


则 鲁 棒 调节 器 为 
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qi1(72) el(Ct) 
q(t) 一 = | | 
rel @z (1) 
u(t) =— F,x(t) — Faq (2) (5. 9. 18) 
16 一 7 1 18 
| Fo-| | 
入 ”区 0 一 1 
在 本 例 w(z) 的 表达 式 中 ,也 可 以 用 误差 e(z) 代 替 状态 向 量 x(z) 。 请 读者 思考 理由 。 


5.9.2 和 鲁 棒 调 节 器 的 频 域 性 质 


回顾 系统 (5. 9. 1) 和 重 棒 调节 器 (5. 9. 12) ,有 关 信 号 的 Laplace 变换 如 下 : 
y(s) 一 C(C 一 4 十 BED)-NzCD +C(E—A+BF,.) Bu(s) (5.9.19) 


wy =— Sa) (5. 9. 20) 
5 
e(s) = Dz(1) + y(s) (5. 9. 21) 
记 
Rg _ (5. 9. 22) 
$5) 
Rls) _ sp —A+BF IN (5. 9. 23) 
p(s) 
其 中 $8(s) 是 算 阵 (4 一 BF,) 的 最 小 多 项 式 ,Ri(s) 和 R,(s) 分 别 为 mXl 和 mXp 的 多 项 式 算 
阵 , 元 素 的 次 数 不 超 过 $8(s) 的 次 数 。 
由 式 (5. 9. 19) 一 式 (5.9.23) 可 得 
R;(s) Ri(s) E, 
C8 = | 五: . =F,e(s) (5. 9.24) 
ee [ : p(s) p(s) 5 
两 端 同时 乘 以 s$(s) 并 整理 ,得 
[s$ CE, + Ri(s)F, Je(s) = [$5)D+ Rs) Jsz(s) (5. .257 
记 
1 MG) 
强国 本 十 Ri 机 一 也 C (5. 9. 26) 
则 有 
三 中 二 BLS)D + Re Cs) js) (5. 9. 27) 


其 中 d(s) 为 从 扰动 z(s) 到 误差 e(Cs) 的 传递 函数 和 矩阵 的 分 母 , 即 闭环 系统 的 最 小 多 项 式 。 由 
于 闭环 系统 渐 近 稳定 ,所 以 ds) 的 根 都 具有 负 实 部 ,因而 s/d(s) 不 会 发 生 零 极 相 消 。 这 样 ， 
扰动 z(s) 到 误差 e(s) 的 传递 函数 矩阵 就 有 一 个 数值 为 零 的 零点 ,是 由 于 引入 积分 器 (5. 9. 20) 
而 产生 的 。 也 就 是 说 , 鲁 棒 调节 器 


q(s) = Baes) (5. 9. 28) 
5 


中 数值 为 零 的 极点 , 变 成 了 闭环 系统 的 零点 。 
对 于 常 值 扰动 向 量 z(s) , 设 其 Laplace 变换 为 
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zs) 一 lz, (5. 9. 29) 
zo 为 常 值 向 量 。 代 入 式 (5. 9. 27) , 零 极 相 消 之 后 有 
et = gD (5.9.30) 
dl(s) 
由 终 值 定理 得 
lime(s) =limse(s) 
J 
=lims GED L$C)D + Rs Cs) Js 
=0 (5.9.31) 
即 零 静 差 。 


分 析 上 述 过 程 可 知 ,由 于 E,/s 串联 在 e(s) 和 <z(s) 之 间 , 在 扰动 z(s) 到 误差 e(s) 的 传递 
函数 矩阵 就 产生 了 和 E,/s 的 极点 相同 的 零点 ; 若 E,/s 的 极点 和 外 部 信号 的 振 型 一 样 , 那 
么 就 造成 式 (5. 9. 27) 中 传递 函数 矩阵 的 零 极 相 消 , 从 而 实现 零 静 差 。 

对 上 述 分 析 加 以 拓展 ,可 设计 出 针对 非常 值 扰 动 的 鲁 棒 调节 器 。 


5.9.3 一 般 鲁 棒 调 节 器 的 构造 
设 被 控 回 顾 系统 、 外 扰 模 型 和 误差 的 状态 空间 描述 为 : 
X(t) = Ax(t) + Bult) + Nz (rt) 
z(t) = Mz (1) 
el(t) = Cx(t) + Dz(t) (5 0932) 
设 其 鲁 棒 调节 器 为 
q(t) = Asq (1t) + Belt) 
u(t) =— Fx(t) — Fuq(t) 人 
下 面 讨 论 控制 参数 矩阵 A,.B,.F;,F, 的 设计 方法 。 
设 pp 阶 外 扰 模 型 z (= 王 Mz(D 中 相同 矩阵 M 的 最 小 多 项 式 为 
9(s) 一 中 十 oras 一 十 … 十 as 十 ao (5. 9.34) 
其 中 xr 三 p。 按 照 式 (5. 9. 28) 的 思路 ,调节 器 (5.9.33) 中 e(z) 到 gq() 的 传递 函数 矩阵 应 满足 


(s) En el(s) Bn 
9 p(s) 5 十 as 一 十 … 十 as 十 ao 


即 调节 器 包含 mr 个 子 系统 ,等 于 误差 的 维 数 ,每 个 子 系统 的 传递 函数 是 1/p(s) 。 


由 此 设 
b 
人 把 (5. 9. 36) 
b 


R b 
A, = | …. | B, = | 5 (5.9.37) 
R b 


e(s) 〈5. 9. 35) 


即 
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其 中 R 是 Xr 和 矩阵 ,b 是 7 维 列 向 量 , 且 满足 
[1 0 … 0J(GsE,—R) b= 1/9(s) (5. 9.38) 
R 和 4b 的 一 种 选取 方法 是 


0 1 0 0 
器 三 ” 洲 演 (5. 9. 39) 
0 0 i 0 
i i 1 


这 样 构造 的 调节 器 参数 矩阵 ,4, 是 mr Xmr 的 ,B, 是 mr Xm 的。 
注意 到 e(z) 的 表达 式 , 调 节 器 (5. 9. 33) 和 被 控 系 统 的 扩张 系统 是 


E63 A 0 xc) B N 
= 十 u(t) 十 z (1) (5. 9.40) 
di) BC A,jJlg(t) 0 BD 
控制 律 
XCt) 
ult) Fx (1) — Fug (t) ER rl | (5.9.41) 
9 


的 设计 原则 ,是 使 得 闭环 系统 
(1) 4 一 BF。 —BF,][x(t) N 
= | | F| Fo (5. 9. 42) 
Pa BC A, q(t) BD 
渐 近 稳定 , 且 具 有 满意 的 动态 性 能 ,前 提 是 系统 


[las 交加 | (5. 9. 43) 


能 控 。 系 统 (5. 9. 40) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 A 和 4。 的 任意 特征 值 M, 有 
A—2E, 0 B 
ok 上 - nmr (5.9.44) 
BC A,—XAE,. 0 
把 4, 和 B。 的 表达 式 (5.9.37) 代 入 (5. 9. 44) ,可 得 系统 (5. 9. 40) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ， 
(4,B) 能 控 , 且 对 于 R( 或 说 A,、M) 的 任意 特征 值 4, 有 
rt ot” (5.9.45) 
多 0 
对 于 常 值 扰动 的 情形 ,因为 M=0. 特 征 值 \ 王 0。 上 述 条 件 简化 为 式 (5.9.8) 。 
条 件 (5.9.45) 中 的 矩阵 是 (2 十 zz) X(z 十 0O 的 。 显 然 ,条 件 成 立 的 必要 条 件 之 一 ,是 被 
控 系统 扩张 输入 的 维 数 不 小 于 输出 的 维 数 , 即 /三 m。 
综 上 所 述 ,系统 (5.9. 32) 的 鲁 棒 调节 器 (5. 9. 33) 的 设计 可 参照 以 下 步骤 进行 ， 
(1) 检验 系统 (4,B) 是 否 能 控 。 若 是 ,进行 下 一 步 ,否则 终止 。 
(2) 计算 矩阵 M 的 最 小 多 项 式 p(s) 。 
(3) 检验 鲁 棒 调 节 器 的 存在 条 件 (5. 9.45) 是 否 成 立 ,若是 进行 下 一 步 ,否则 终止 。 
(4) 按照 式 (5.9. 37) 一 式 (5.9. 39) 构 造 4 和 B,。 
(5) 按照 闭环 系统 渐 近 稳定 和 动态 性 能 要 求 设计 F, 和 下,。 
(6) 若 系统 状态 x(z) 不 能 测量 , 且 (C,A4) 能 观测 ,构造 x(z) 的 状态 观测 器 ,在 调节 器 
(5. 9.33) 中 用 观测 状态 (2) 代替 x(72) 。 
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【 例 5.9.2】 设计 系统 


G 1 0 0.5 0 0 
xX(1) 一 | Fe +| he +| 上 we 
时 时 业 0 0 0.2 


Lb 
z(t)=|—1 0 0 


站 小 仙 
el) 一 [1 0]xG) 十 [0 1 一 2]z(D) 
的 鲁 棒 调 节 器 , 且 使 闭环 极点 实 部 不 超过 一 0. 5。 


解 : 系统 
(C,A,B) = 旭 中 本 加 | 


z(t) 


是 能 控 能 观测 的 。 


的 特征 值 是 {0, 士 j) ,特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 都 是 
s(s 十 1) 二 5 十 s 
检验 系统 能 否 零 静 差 的 条 件 : 由 于 


1 0 0 

其 行列 式 为 

ix | |=1¥0 

1—% 1 
所 以 对 于 M 的 任何 一 个 特征 值 ， 
4 一 人 B 
| [3=2+1=ntm 
,63 0 


于 是 能 够 保证 零 静 差 。 


(5. 


(5. 


(5. 


(5, 


本 例 中 r==3,m 二 1。 按 照 式 (5. 9. 36) 和 式 (5. 9. 39) 设 计 鲁 棱 调 节 器 状态 方程 


从 于 虱 

io 和 卫 elt) 
0 —1 

于 是 ,对 应 的 系统 (5. 9. 42) 是 5 阶 的 。 


选取 闭环 系统 极点 { 一 1, 一 0.5 士 j, 一 2 士 j} ,对 应 的 特征 多 项 式 为 


0 
十 | 5 


G+D (s+s+ je + 上 5) 一 二 十 6s 十 时 十 时 十 宣 ; 


设 与 式 (5. 9. 33) 中 对 应 的 
F,=[a ， az]， 了 一 [oa a as] 
闭环 系统 矩阵 为 


〈5. 
25 
4 (5 
二 


% 


由 


卫 : 


入 


s 


% 


‘9 


9 


46) 


47) 


48) 


49) 


51) 


.52) 


.53) 


54) 


55) 
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0 1 0 0 0 
1 1 
> BF, a Q2 as Q4 as 
= 0 0 0 1 0 (5. 9. 56) 
BC A, 
0 0 0 0 1 
1 0 0 == 汪 0 


特征 多 项 式 为 
5 十 (az 一 1)s% 十 as 十 (aa 十 as 一 1)s2 十 (oa 一 ai 一 1)s 十 as 《5, 0.57) 

令 式 (5. 9.54) 和 式 (5.9.57) 对 应 系数 相等 , 解 得 

61 _ Ts 57 

| 7]: F, -5 


F, (5. 9.58) 
本 章 小 结 

本 童 主要 讨论 了 各 种 目标 下 的 控制 律 设计 问题 ,包括 控制 律 的 结构 形式 、 极 点 配置 , 输 
和 -输出 解 耦 线性 二 次 型 最 优 控制 .状态 观测 器 和 基于 观测 器 的 状态 反馈 、 镇 定 . 针 对 外 部 
干扰 的 控制 和 重 棒 调节 器 等 内 容 。 

系统 设计 的 全 部 指标 都 是 建立 在 稳定 性 基础 之 上 的 ,离开 稳 态 谈 任 何 指标 都 毫 无 意义 。 
因此 ,实现 稳定 性 是 系统 设计 的 首要 任务 。 

对 于 高 阶 次 多 变量 控制 系统 ,难以 像 一 阶 和 二 阶 系 统 那样 做 到 对 性 能 指标 的 详细 分 析 。 
二 次 型 性 能 指标 能 够 把 快速 性 ,平稳 性 、 稳 定性 融 为 一 体 ,通过 适当 的 加 权 和 矩阵 来 保证 闭环 
系统 性 能 。 此 外 ,二 次 型 性 能 指标 的 一 个 优势 在 于 它 不 仅 关注 了 传统 的 系统 性 能 ,同时 也 对 
控制 能 量 和 控制 输入 的 幅 值 加 以 约束 ,符合 控制 工程 的 客观 要 求 。 

实际 被 控 对 象 总 是 能 控 和 能 观测 的 。 被 控 对 象 即 便 开 环 不 稳定 ,也 总 能 通过 反馈 实现 
稳定 。 所 以 ,控制 律 的 设计 的 宗旨 ,在 于 如 何 处 理 系统 的 外 部 信号 ,因为 这 些 信号 不 可 控 , 而 
其 振 型 又 必然 影响 系统 输出 与 设 定 值 之 间 的 误差 。 从 这 个 意义 上 说 ,线性 系统 设计 的 两 大 
基本 思路 是 内 模 原 理 ( 零 极 相 消 ) 和 不 变 原 理 ( 设 计 控 制 律 使 外 部 干扰 信号 对 跟踪 误差 的 影 
响 最 小 化 或 小 于 指定 值 )。 针 对 外 扰 的 控制 律 设 计 和 重 棒 调 节 器 的 内 容 就 是 属于 内 模 原理 
的 ,不 变 原理 由 于 内 容 深度 没有 列 出 。 


习题 5 
5.1 判断 系统 能 否 用 状态 反馈 任意 配置 极点 。 
| 1 
《1 天 一 | | 
| 一 下 3 0 
Ti 1 0 
(2) x=|0 2 中 中 
LO 0 2 0 0 
ro 1 6@ 0 0 0 0 
,|i 心 D6 VO 商工 
(3) = 本 二 u 
入 0 1 0 
L2 本 下 上 了 四 性 
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5.2 给 定 控制 系统 


于 一 避 直 u 
一 多 0 
求 状态 反馈 增益 ,使 得 闭环 极点 为 一 2 土 j。 
5.3 ”给 定 系统 


1 
s(s 十 4)(s 十 8) 


求 系统 的 能 控 型 状态 空间 描述 ,并 求 状态 反馈 增益 ,使 得 闭环 极点 为 {一 1, 一 2, 一 7)。 
5.4 给 定 控制 系统 
. il 医 
-|_] s+ oh 
并 多 
xz 外 外 
用 待定 参数 法 求 输出 反馈 增益 下 ,使 得 闭环 极点 为 { 一 2 ,一 4} 。 
5.5 给 定 控制 系统 


g(s) = 


“| 0 0 0 
而 总 ww 0 1 
lg ow 8 | 
0 0 洲 一 税 1 
是 否 存 在 状态 反馈 增益 kk, 把 闭环 极点 配置 到 以 下 位 置 : 
(1 一 本 双重 
(2) 一 3,3 重 ,一 2 
(3) {一 3},4 重 


5.6 给 定 控制 系统 


| 0 0 0 
t=|0 1 dw | Ou 
9 O =2 0 = 


求 两 个 不 同 的 状态 反馈 增益 ,把 闭环 极点 配置 到 {一 2, 一 1 土 j2)。 
5.7 给 定 控制 系统 


0 2 0 0 0 0 

5 a 0 0 
= 芝 十 u 

一 过 汪汪 六 1 2 

2 1 0 0 0 2 


求 两 个 不 同 的 状态 反馈 增益 ,把 闭环 极点 配置 到 { 一 2 士 j3, 一 5 士 j6)} 。 
5.8 给 定 系统 


(st 2)(st+ 3) 
ks 于 了 ks 一 候 人 如 十 入 


是 否 存在 状态 反馈 ,把 闭环 传递 函数 变 为 
ECs) = 


g(s) = 


六 十 部 
(Cs 2)Xs 十 4) 


5.9 给 定 控制 系统 


求 状态 反馈 ,使 闭环 系统 矩阵 相似 于 


5.10 判断 系统 
3 
6 一 
小 2 
7-|。 
能 和 否 通 过 状态 反馈 实现 积分 型 解 耦 。 
5.11 判断 系统 


0 
2 
0 
2 
1 
能 否 通过 状态 反馈 实现 积分 型 解 耦 ; 若 能 


5.12 给 定 控制 系统 


和 二 次 型 性 能 指标 


7=| C21 


求解 最 优 控制 律 和 最 优 性 能 指标 值 。 
5.13 给 定 控制 系统 


1 0 1 
#—| E+ 
0 2 1 


?一 [1 
和 二 次 型 性 能 指标 
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一 
~ © 
ion 
加 
人 一 一 下 
Or~o 
党 © © 
和 


| 
x 
ee: 


,求解 相应 的 控制 律 。 


=| ooeod 


求解 最 优 控制 律 和 最 优 性 能 指标 值 。 
5.14 给 定 控制 系统 
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y 了 一 [1 0jx 
求 极点 为 {一 2 土 j} 的 基本 观测 器 和 极点 为 {一 3}) 的 降 维 观测 器 。 
5.15 给 定 控制 系统 
2 
+ 
DL 0 一 1 1 
Li 1 UR 


求 极点 为 {一 3, 一 3, 一 4} 的 基本 观测 器 和 极点 为 {一 3, 一 4} 的 降 维 观测 器 。 


一 一 光一 前 


总 一 站 一 1 1 u 


ee | 


离散 系统 的 分 析 与 设计 


伴随 着 系统 理论 研究 领域 的 扩展 和 计算 机 技术 的 普及 ,离散 时 间 系 统 ( 以 下 简称 离散 系 
统 ) 已 经 成 为 系统 和 控制 理论 中 的 一 类 主要 研究 对 象 。 离 散 系统 代表 了 社会 经济、 工程 等 
领域 中 一 大 批 离散 的 动力 学 问题 的 数学 模型 ,同时 也 涵盖 了 连续 系统 的 离散 化 模型 。 离 散 
系统 的 大 多 数 结论 与 连续 系统 是 平行 的 ,但 在 系统 辨识 和 自 适应 控制 等 领域 中 ,离散 系统 的 
研究 较 之 于 连续 系统 更 为 普遍 和 深入 。 

本 章 从 状态 空间 描述 、 状 态 响应 、 能 控 能 观测 ,稳定 性 、 控 制 律 设计 和 观测 器 几 个 角度 简 
述 离散 系统 。 应 该 指出 ,离散 系统 的 结论 并 不 总 是 类 似 于 连续 系统 。 


6.1 离散 系统 的 状态 空间 描述 
类 似 于 连续 系统 ,离散 系统 也 有 多 种 模型 表达 方式 ,包括 高 阶 差 分 方程 ,传递 函数 和 状 
态 空间 描述 。 本 章 主 要 讨论 离散 系统 的 状态 空间 描述 。 
一 个 一 般 的 离散 非 线性 时 变 系统 可 以 用 以 下 模型 来 表示 : 
XTiCk+1) = fiLzri Ck) ,es Tk) sa Ck) ar(R)R] 
: (0 
zalk+1) = fs Lz Ck) zeCR) uCk) ,su Ck) sk] 
yk) = gLri Rk) ,es rR) su CR), ,uk) ,Rk] 
2 《6 二 动 
yn (CR) = gw[Lzi(R) Zn(R) sa (Rk) ,ee su (Rk) ,Rk] 
wh) = a = ,1 
其 中 ,Rk 三 ko 为 离散 时 间 ,ko 为 初始 时 刻 ,z(k),…,z,(k) 为 状态 变量 ,n 为 系统 的 阶 次 ， 
1 (k),…,u,(k) 为 系统 的 输入 变量 ,r 为 输入 维 数 ,yi(k),… ,yn(k) 为 系统 的 输出 变量 ,m 
为 输出 维 数 。 
差分 方程 (6. 1. 1) 称 为 系统 的 状态 方程 , 式 (6. 1. 2) 称 为 系统 的 输出 方程 , 式 (6. 1. 3) 称 
为 系统 的 初始 条 件 。 


若 定义 
ZI(R) ui(k) yi(k) fi 
x(k) = H | -| | -| | | 引 
ok) ur(k) ym (k) fn (6.1.4) 
B81 Zi 
g=|: w=|: 
Bn Tn 


则 状态 方程 输出 方程 和 初始 条 件 分 别 简 记 为 
x(k+1) = fLx(k) sulk),k] 全 .1 助 
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y(k) = gLx(k) ,ulk),k] (6.1.6) 
x(ko) = xo 瑟 工 确 
若 fi、gi 都 是 zx; ui 的 线性 函数 , 即 
fi = an (RZziR) te am RT Ck) + bnu(k) + + brur Ck) (6.1.8) 
Bi = ca (RT(kR) tt cn RT RH dau lk) 十 … 十 dirar() (6.1.9) 
则 简化 为 时 变 的 线性 系统 。 记 
an(k) an(R) bu(k) … blk) 
A(R)=| : d | | : i: 
an(k) “ an(k) ba(k) br Ck) 
(6.1.10) 
cuCk) … cinCk) du(k) 1 di(k) 
ew-| 5 | | | : : 
Cni(k) conCk) dni(k) “ dr (k) 
得 线性 系统 的 模型 
x(k+1) 一 ACE)x(R) + BR)uCk) W111 
yk) = COCR xCR) + DR uk) C6 1..12) 


其 中 参数 和 矩阵 A(k),B(k) ,CC(k),D(k) 的 名 称 、 功 能 与 连续 系统 的 情形 相同 。 
若 矩 阵 A(k) ,BC(k),C(k),D(k) 的 各 个 元 素 实际 上 都 与 时 间 & 无关, 则 系统 进一步 简化 
为 离散 定常 线性 系统 
x(R 十 1) = Ax(k) + Bulk) (6. 1.13) 
y(k) = Cx(k) + Dulk) (6.1.14) 
系统 矩阵 4 的 特征 值 称 为 系统 的 特征 值 或 极点 。 
基于 定常 系统 (6.1.13) 一 (6. 1. 14) 的 参数 矩阵 4,B,C,D 函数 矩阵 


G(z) = C(zE,—A) "B+D (6. 1.15) 
称 为 输入 uk) 到 输出 y(k) 的 传递 函数 矩阵 。 
一 个 连续 线性 系统 
x(t) = Ax(t) + Bult) (6. 1.16) 


在 周期 为 常数 T 的 等 间隔 采样 .T 满 足 Shannon 采样 定理 和 零 阶 保持 器 的 前 提 下 ,对 应 的 
离散 化 系统 为 


x(k 十 1) -ez 二 (| ev dtB juCR) (6.1.17) 
其 中 ， 
了 
eT, [evarp (6. 1.18) 
6 


分 别 为 离散 化 系统 的 系统 窍 阵 和 输入 矩阵 。 这 样 ,借助 于 矩阵 指数 的 计算 和 积分 计算 ,就 能 
得 到 离散 化 系统 的 状态 空间 描述 。 

因为 矩阵 指数 e 总 是 可 逆 的 ,所 以 离散 化 系统 的 系统 算 阵 总 是 可 逆 的 。 这 一 点 不 同 于 
一 般 的 离散 系统 。 


6.2 离散 线性 系统 的 状态 响应 


本 节 考 虑 离散 时 变 线性 系统 
x(R 十 1) 一 ACE)xCR) 十 玉 (R)u(R) ， x(0)=xo 信和 名 0 
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和 离散 定常 线性 系统 
xX(k 二 1) = Ax(k)+Bu(k), x(0)= xo (6. 2. 2) 
在 任意 时 刻 k 宇 0 的 状态 向 量 x(k) 的 取 值 , 即 状 态 响应 。 
由 于 离散 系统 的 状态 方程 是 基于 初始 条 件 的 递 推 关系 ,因此 理论 上 可 以 直接 根据 任 一 
时 刻 状态 向 量 的 值 递 推 得 到 下 一 时 刻 状态 向 量 的 取 值 。 当 然 这 样 做 有 一 个 明显 的 不 足 之 
处 , 即 容易 造成 误差 的 积累 。 因 此 ,有 必要 讨论 其 他 的 状态 响应 获取 方法 。 
时 变 矩 阵 


Bk,m) = A(kR—1)A(k—2)…A(m++ 1)A(m), km 俏 ; 于 劲 
和 
Bk—m)=Ar™", Ek>m (6.2.4) 
分 别称 为 时 变 系 统 (6. 2. 1) 和 定常 系统 (6. 2. 2) 的 状态 转移 和 矩阵。 注意 式 (6. 2. 3) 中 和 矩阵 乘 
积 的 顺序 。 


状态 转移 矩阵 定义 中 二 m 的 条 件 只 是 对 应 “初始 时 刻 在 前 ,其 他 时 刻 在 后 ”的 常规 时 
间 顺 序 。 在 一 些 理论 研究 中 ,由 于 初始 时 刻 不 是 绝对 的 ,Rk 二 m 也 是 允许 的 。 
此 外 ,为 了 便于 记述 ,针对 系统 为 时 变 和 定常 的 不 同情 形 , 分 别 定义 
Bk,k)=E, $0)=E (6. 2.5) 
连续 线性 系统 的 状态 转移 矩阵 作为 矩阵 指数 总 是 可 道 的 。 与 此 不 同 的 是 ,离散 线性 系 
统 的 状态 转移 矩阵 ,由 于 是 一 系列 系统 矩阵 的 乘积 ,可 能 出 现 不 可 逆 的 情况 。 这 一 点 从 根本 
上 决定 了 离散 系统 的 某 些 结论 并 非 完全 平行 于 连续 系统 。 
依据 离散 时 变 线性 系统 的 状态 方程 (6. 2. 1) ,可 得 系统 的 状态 响应 表达 式 
x(k) 一 A(R 一 1)…A(CO)x(0) 十 
4A(R 一 1)…4(1)B(O)u(0) 十 
A(CR 一 1)…4(2)BC1)uCl) 十 … 十 
4( 一 1) BC 一 2)u(R 一 2) 十 
Blk— Dulk—1) (6. 2. 6) 
结合 状态 转移 矩阵 的 概念 (6.2. 3) 和 (6. 25) ,分 别 有 
Bk,0) 一 4(R 一 1)…4(CO)x(0) 
Bk,1) 一 4 一 1)…4(1) 
Bk,2) 一 4(R 一 1)…4(2) 


Bk,k—1) = A(k—1) 
@k,k) = E, (6. 2.7) 
于 是 状态 响应 (6. 2.6) 可 以 表示 为 
x(k) =® (k,0)x(0)++ 

®(k,1)B(O)u(0)+ 
Bk,2)BCDu(l) 十 … 十 
本 (ER 一 1)B(R 一 2)u(R 一 2) 十 
Dk.RIB(R— 1)ulk— 1) (6. 2.8) 


状态 响应 (6. 2. 8) 分 为 
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®(k.0)x(0) 人 焕 . 环 妨 
和 
BRIIBCONuUO) BR RB — Dulk—1) (6. 2.10) 
两 部 分 。 类 似 于 连续 系统 , 式 (6. 2. 9) 为 初 态 x(0) 引 起 的 自由 响应 , 式 (6. 2. 10) 为 输入 信号 
引起 的 强迫 响应 。 
根据 以 上 讨论 ,定常 离散 线性 系统 (6. 2.2) 作 为 时 变 离散 线性 系统 (6. 2. 1) 的 特例 ,其 状 
态 响 应 为 
x(k) 一 Acer (0) 十 
4 和 BCO)u(C0) 十 
4428(1)u(1) 十 … 十 
4B(R 一 2)u(R 一 2) 十 
Bl(k— Dulk—1) 知 , 区 了 功 
结合 定常 离散 线性 系统 的 状态 转移 矩阵 ,状态 响应 可 表 为 
x(k) =® (k)x(O0) 十 
Bk—1)B(O)u(0)+ 
®(k—2)B()u(l1) 二 … 十 
® (1)B(k— 2)u(k—2)+ 
® 0)B(k— 1)u(k—1) (6. 2. 12) 


其 中 ， 
BD (k)x(0) 06. 2..13) 
为 初 态 x(0) 引 起 的 自由 响应 ,而 
Bk— LD BOuO) + +® OBER— Dulk— 1) (6.2.14) 
为 输入 信号 引起 的 强迫 响应 。 


6.3 离散 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


相 比 于 连续 系统 ,离散 控制 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 在 概念 上 只 是 用 离散 时 间 替 换 连 
续 时 间 , 没 有 其 他 区 别 ; 但 就 判别 条 件 而 言 , 由 于 离散 控制 系统 的 状态 转移 矩阵 未 必 可 逆 ， 
所 以 条 件 存在 细微 区 别 。 
对 于 离散 控制 系统 
x(k+1) = f[x(k) ulk) kJ, kk 
yk) = gLx(k) ulk),k] 
(1) 选取 控制 输入 w(ko) ,ulko 十 1),… 序 列 把 ko 时刻 的 非 零 初 态 x(ko) 精 确 转移 到 状 
态 空间 原点 的 可 行 性 称 为 能 控 性 ; 
(2) 选取 控制 输入 wu(ko) ,ulko 十 1),… 序 列 把 ko 时 刻 的 状态 从 原点 转 精 确 移 到 非 零 状 
态 xCAo) 的 可 行 性 称 为 能 达 性 (reachability); 
(3) 根据 输出 yCko),yCko 十 1),… 和 控制 输入 wCRo) ,uCeo 十 1),… 了 唯一 确定 初 态 x(ko) 
的 可 行 性 称 为 能 观测 性 。 


6, 5&1) 
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由 以 上 三 个 概念 可 进一步 衍生 出 离散 系统 能 控 、 能 达 和 能 观测 的 概念 。 

对 于 连续 线性 系统 ,能 控 和 能 达 是 等 价 的 , 即 能 控 必 能 达 , 反 之 亦 然 ; 但 对 于 离散 线性 
系统 ,二 者 等 价 的 充分 必要 条 件 是 ,所 涉 时 间 段 内 的 系统 和 矩阵 都 是 可 逆 的 ,或 者 说 状态 转移 
和 矩阵 是 可 逆 的 。 

下 面 就 时 变 和 定常 的 离散 系统 

x(k+1) 一 AD)xCR) 十 玉 (R)u(R) ， kk 
y(k) 一 CORD)XCR) 


(6. 3. 2) 


xGR 十 1) = Ax(k)+Bu(k), k=ko 
y(k) = Cx (k) 
给 出 能 控 和 能 观测 的 判 据 。 在 叙述 能 控 性 判 据 时 , 设 系 统 和 矩阵 都 是 可 逆 的 。 
定理 6.3.1 (Gram 矩阵 判 据 ) 离 散 系统 (6. 3.2) 在 ko 时 刻 能 控 的 充分 必要 条 件 是 , 存 
在 有 限时 刻 /二 A ,使 得 如 下 的 Gram 矩阵 


(6. 3. 3) 


t= 
G(ko,l) = DL@ (ok DB(E)BT(k) BT (ko ,k++ 1)] (6. 3. 4) 


可 道 ,其 中 @® (io ,十 1) 为 系统 的 状态 转移 矩阵 。 
将 时 变 系统 的 状态 转移 矩阵 钾 (Ae ,十 1) 和 控制 矩阵 B(k) 分 明 别 蔡 换 为 定常 系统 的 状 
态 转 移 和 矩阵 4 “”” 和 控制 矩阵 B, 就 得 到 定常 系统 能 控 性 的 Gram 矩阵 
GU —k) = SNA BBTCAT)N- +0] 6. 3 


定常 离散 系统 Gram 和 矩阵 的 可 道 性 与 (! 一 如 ) 有 关 , 不 依赖 于 具体 的 ee 时 刻 。 
与 定常 连续 线性 系统 类 似 , 定 常 离散 线性 系统 (6. 3.3) 也 有 能 控 性 的 秩 判 据 、PBH 振 型 
判 据 、PBH 特征 向 量 判 据 和 Jordan 标准 型 判 据 , 且 表述 一 致 ,但 条 件 为 充分 必要 的 前 提 是 


系统 矩阵 不 可 道 。 
【 例 6.3.1】 考虑 二 阶 系统 
x(k 十 1) 一 4Ax(CR) 十 BuCk)，R 二 0 (6. 3.6) 
其 中 
0 2 1 
4=| | s=|,| 6. 于 和 
0 0 0 
设 系 统 的 初 态 为 
b 
x(0) = | | (6. 3. 8) 
a 


状态 方程 (6. 3. 6) 可 写 为 


nk+1) =0Xmk) HX xk) 1Xuk) = 2x2(k) + uCk) 
xi(k+1) =0Xmh) +OXxk) HOXuk) 一 0 人 

取 控 制 输入 为 
u(0) 一 一 2a (6.3.10) 


则 有 
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xi(1) = 2x2(0)+u(0)= 2a—2a=0 


61 
(1) =0 
即 对 任意 的 初 态 (6. 3. 8) ,存在 控制 输入 (6. 3. 10) 将 状态 转移 至 原点 ,系统 能 控 。 
另 一 方面 ,显然 有 
rank[B 48] = rank| 。 ol= x3 (6. 3. 12) 


判别 矩阵 LB AB] 并 不 满 秩 。 

此 例 中 ,系统 能 控 但 判别 矩阵 并 不 满 秩 , 根 本 原因 在 于 ,系统 矩阵 4 是 不 可 逆 的 。 

实际 上 , 若 没 有 系统 矩阵 可 道 的 前 提 , 则 Gram 和 矩阵 判 据 、 秩 判 据 .PBH 振 型 判 据 .PBH 
特征 向 量 判 据 和 Jordan 标准 型 判 据 仅 为 系统 能 控 的 充分 条 件 。 

下 面 来 看 离散 系统 的 能 观测 性 ,这 里 不 需要 系统 矩阵 可 逆 的 条 件 。 

定理 6.3.2 (Gram 矩阵 判 据 ) 离 散 系统 (6. 3.2) 在 ko。 时刻 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ， 
存在 有 限时 刻 /二 如 ,使 得 如 下 的 Gram 和 矩阵 

Gkosl) = DL@BTE HI, RICTRCCE) B (k++1,k0)] (6. 3.13) 


k=k0 
可 逆 , 其 中 ®@ ( * ,x ) 为 系统 的 状态 转移 矩阵 。 
定常 系统 的 能 观测 性 Gram 矩阵 为 
GCC 一 如 ) = Seam ER- (6.3.14) 


定常 离散 系统 Gram 矩阵 的 可 道 性 与 (! 一 如 ) 有 关 , 不 依赖 于 具体 的 ee 时 刻 。 
与 定常 连续 线性 系统 类 似 , 定 常 离散 线性 系统 (6. 3. 3) 也 有 能 观测 性 的 秩 判 据 、PBH 振 
型 判 据 、PBH 特征 向 量 判 据 和 Jordan 标准 型 判 据 , 且 表述 形式 相同 。 


6.4 离散 系统 的 Lyapunov 稳定 性 


本 节 考 虑 n 阶 离散 自治 系统 
x(k+1) = flx(R) RE], kk, CR) = xo (6.4.1) 
的 Lyapunov 稳定 性 问题 。 
对 于 任意 离散 时 间 &, 满 足 方程 
xe = fLx. ,kj (6. 4.2) 
的 nn 维 常 值 向 量 x。 称 为 离散 系统 ( 式 6.4.1) 的 平衡 状态 ,或 平衡 点 。 


根据 式 (6. 4. 2) ,一 旦 状态 x(k) 在 某 个 离散 时 刻 & 到 达 平 衡 点 x。, 则 对 于 任意 的 
上 之 有 ,总 有 x(k) 二 x。。 

确定 系统 平衡 点 ,本 质 上 就 是 求解 关于 x。 的 方程 (组 )( 式 6.4.2)。 若 平衡 点 x 天 0, 总 
可 以 通过 坐标 平移 使 得 原点 x 二 0 成 为 平衡 点 。 类 似 于 连续 的 情形 ,这 里 只 讨论 孤立 平衡 点 
的 稳定 性 问题 。 

离散 系统 的 Lyapunov 稳定 性 概念 ,如 稳定 、 渐 近 稳 定 、 全 局 性 、 一 致 性 .指数 稳定 和 线 
性 化 和 吸引 区 等 ,除了 用 离散 时 间 替 换 连 续 时 间 外 ,没有 区 别 , 这 里 不 再 一 一 详 述 。 

下 面 考虑 n 阶 离散 定常 自治 系统 

x( 开 十 1) = flx(k)], kkeos x(ko) = 6 (6.4.3) 
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的 Lyapunov 稳定 性 问题 , 设 x 一 0 是 其 平衡 点 。 
定理 6.4.1 对 于 定常 系统 (6. 4. 3) ,车 存在 多 元 函数 


V[LxCk)] = VCe CR) ,~ ,x (k)] (6.4.4) 
满足 : 
@D V(x) 在 包含 原点 的 区 域 D 上 正定 ; 
@ AVLx(k)] 二 VLx(k 十 1)] 一 VLx(k)] 在 包含 原点 的 区 域 D, 上 负 定 ; 或 AV[Lx(k)] 在 


区 域 D: 上 半 负 定 ,但 不 恒 为 零 ; 

@ 1lim VLx(k)]=0°; 
则 有 以 下 结论 : 

(1) 四 十 四 了 原点 局 部 渐 近 稳定 ; 

(2) 车 DD 二 =D; 二 R" 即 全 空间 , 则 @ 十 @ 十 @ 二 原点 全 局 渐 近 稳定 。 

类 似 于 连续 系统 的 Lyapunov 稳定 性 ,这 里 的 V(xz) 实 际 上 构造 了 维 状态 向 量 x 的 一 
种 长 度 规则 。 由 于 AV 负 定 ,按照 这 个 规则 长 度 是 递减 的 , 且 趋 于 零 。 对 于 一 般 的 非 线性 系 
统 ,没有 构造 V(x) 的 统一 方法 。 

若 状态 方程 (6. 4. 3) 满 足 


上 FLxzGe) 1 入 | xc (6.4.5) 
或 等 价 地 写 为 
(RD) 二 十 CR) 过 xz?(k) 十 … 十 Zz?(k) (6.4.6) 
此 时 ,考虑 直观 的 V(x) 选 取 方式 
V[x(k)] = | xCk) ?= zi(k) + + zx:(k) (6.4.7) 


结合 状态 方程 (6. 4. 3) ,有 
AV =V[x(k+1)]—V[x(k)] 
二 [ 反 (R) 十 … 十 (8)] 一 [zx?Ck) 十 … 十 zx2(k)] 


一 0 (6. 4. 8) 
于 是 根据 定理 6.4. 1 可 知 原点 局 部 是 渐 近 稳定 的 。 
时 变 的 离散 系统 
x(E 十 1) = f[x(k),k], kko, x(ko) = xo (6. 4.9) 


的 Lyapunov 稳定 性 讨论 类 似 于 连续 情形 ,为 了 得 到 一 致 渐 近 稳定 的 结论 ,需要 为 构造 的 函 

数 VLx(CR) ,kj 找到 不 显 含 时 间 有 的 上 下 界 函 数 Vi[x(k)] 和 Vs[Lx(k)], 同 时 为 AVLxCR),R] 

找到 不 显 含 时 闽 的 下 界 函 数 V[x(k)]。 显 然 , 此 时 也 没有 构造 VLx(k) ,kj 的 统一 方法 。 
离散 线性 定常 系统 


Wk =AW() kB WA = 六 (6. 4. 10) 
存在 如 下 的 稳定 性 判别 结论 。 
定理 6.4.2 ”对 离散 线性 定常 系统 (6. 4. 10) ,平衡 点 x。 二 0 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 
是 ,对 任意 对 称 正定 矩阵 ,以 下 离散 型 Lyapunov 方程 
ATPA—P+Q=0 (6. 4.11) 


有 唯一 对 称 、 正 定 的 解 矩 阵 卫 。 
证 明 过 程 可 以 基于 定理 6. 4. 1 结合 VLx(k)] 二 x (k)x(k) 给 出 。 
式 (6. 4. 11) 实 际 上 是 关于 和 矩阵 己 的 元 素 的 线性 方程 组 ,相关 解读 类 似 于 连续 的 
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Lyapunov 方程 。 
离散 系统 (6. 4. 10) 渐 近 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 ,系统 的 极点 都 在 单位 圆 内 部 , 即 
| 24) | 过 1 (6.4.12) 
对 于 给 定 的 正 数 c, 若 要 判断 
|24:(4) |=o (6.4.13) 
是 否 成 立 , 可 以 通过 修正 的 离散 型 Lyapunov 方程 来 实现 : 
定理 6.4.3 |4;(4) | 二 so 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 对 称 正定 矩阵 8, 以 下 离散 型 
Lyapunov 方程 
oATPA—P+QO=0 (6.4.14) 
有 唯一 对 称 、 正 定 的 解 矩 阵 P。 
注意 式 (6. 4.14) 中 6 的 指数 为 一 2, 不 是 2。 读者 可 以 通过 一 阶 系统 来 简单 验证 。 
离散 非 线 性 系统 的 局 部 稳定 性 、 吸 引 区 估计 也 可 以 借助 于 平衡 点 处 系统 的 线性 化 系统 
来 进行 ,类 似 于 连续 的 情形 ,不 再 详 述 。 


6.5 离散 线性 系统 的 设计 
离散 系统 的 设计 问题 包括 极点 配置 反馈 镇 定 、 二 次 型 最 优 控制 ,状态 观测 器 和 基于 观 
测 器 的 反馈 控制 等 内 容 。 
本 节 考 虑 阶 定常 离散 控制 系统 
xX(k 十 1) 二 Ax(k) 十 Bu(k)，k 宇 0 


(6.5.1) 
y(k) = Cx (k) 
的 设计 间 题 。 
状态 反馈 控制 律 
ul(k) =— Fx (k) + v(k) .5 
与 系统 (6. 5. 1) 构 成 闭环 系统 
x(k 十 1) = 二 (A—BF)x(k)+Bv(k), k 二 0 
(6. 5.3) 


y(k) = Cx (k) 
由 于 离散 线性 系统 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 其 极点 均 位 于 单位 圆 内 部 , 即 特征 值 的 
模 均 小 于 1, 因此 , 若 以 极点 配置 为 设计 内 容 , 则 所 有 期 望 极点 必须 位 于 单位 圆 内 部 。 而 对 
于 反馈 镇 定 问题 ,能 够 实现 镇 定 的 条 件 为 ,系统 的 不 能 控 极 点 位 于 单位 圆 内 部 。 
系统 (6. 5.1) 的 二 次 型 最 优 控制 问题 如 下 : 求解 控制 输入 wu(k) ,过 0, 使 得 如 下 的 二 次 
型 性 能 指标 函数 


N 
J(o = xT(N)Sx(N) 二 计 D)ExT OQO CR) FT ORC WCER)] (6.5.4) 
k=0 


达到 最 小 值 。 其 中 ,NN 为 指定 的 终止 时 刻 ,.S 宇 0.Q(8) 宇 0,R(k) 记 0 为 已 知 的 加 权 和 矩阵 。 

对 于 时 变 的 离散 线性 控制 系统 ,也 可 以 提出 上 述 性 能 指标 。 当 终止 时 刻 N 为 有 限 正 整 
数 时 ,不 论 被 控 系 统 为 时 变 还 是 定常 .使 得 指标 达到 最 小 的 控制 律 都 是 状态 反馈 , 且 反 馈 增 
次 矩阵 都 是 时 变 的 , 即 依赖 于 时 间 & 一 0,1,…,N 一 1。 

当 系 统 为 定常 .能 控 、N 一 呈 、.S 一 0.0(k) 和 R(k) 取 为 常 值 算 阵 时 ,二 次 型 最 优 控制 问题 
的 解 具 有 简单 明了 的 形式 : 
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定理 6.5.1 对 于 能 控 定 常 离散 线性 控制 系统 (6. 5. 1) ,使 得 性 能 指标 


J(a) = >)[xrCE)OxrCR) Fu (k)Ru(k)] 6, 5.5) 
k=0 
达到 最 小 的 控制 a(k) ,k 宇 0 存在 , 且 
u(k) =— Fx (k) (6. 5. 6) 
F= (B'PB +R) BTPA (6. 5.7) 
其 中 了 是 如 下 离散 型 代数 Riccati 方程 
P=A'[P—PB(B'PB+R) BPIA+O (6. 5. 8) 
的 唯一 正定 解 矩 阵 。 性 能 指标 函数 的 最 小 值 为 
Jins = COPx (0) (6. 5. 9) 


在 上 述 定理 中 ,系统 能 控 的 条 件 可 以 弱化 为 能 够 实现 镇 定 , 即 不 能 控 的 极点 位 于 单位 圆 

内 部 。 在 系统 能 镇 定 或 能 控 的 条 件 下 ,Riccati 方程 (6. 5. 8) 的 解 算 阵 P 可 由 矩阵 A,B,Q,R 
另 一 方面 ,考虑 递 推 矩阵 方程 

P(k) 一 4T{P(R 十 1) 一 PR 十 1)BLB7POE 十 1)B8 十 R]-:BTPOR 二 1))4 十 O 
(6. 5. 10) 
取 P(0) 为 任意 的 半 正 定 对 称 矩 阵 , 如 PC(0)==0, 依 次 令 &= 一 1, 一 2,… 进 行 递 推 计算 。 

可 以 证 明 , 若 系统 能 镇 定 , 则 

P= limP(k) (6 六 


实际 求解 时 ,可 边 递 推 边 检 验 误差 矩阵 P(k) 一 PC(k 十 1) , 若 其 足够 小 从 而 满足 给 定 要 求 ,就 
取 此 时 的 P(k) 作 为 P 的 近似 值 。 
不 论 是 由 4,B,O,R 构造 P 还 是 基于 式 (6. 5.10) 壕 代 得 到 P, 最 终 都 是 数值 解 , 是 近似 
值 ,而 迭代 的 方法 更 适合 计算 机 进行 。 
观察 式 (6.5.7) 一 式 (6.5.9) 可 知 ,最 优 控制 的 反馈 增益 矩阵 只 依赖 于 矩阵 4,B,O,R， 
与 系统 的 初 态 x(0) 无 关 ; 最 优 性 能 指标 本 质 上 由 4,B,Q,R 和 系统 初 态 x(0) 共 同 确定 。 
系统 (6. 5.1) 的 全 维 状态 观测 器 为 
Xk+1) = AXx(k) + Bul(k) —LLCXC(k) 一 (CR)] 
y(k) = x(k) 


(6. 5. 12) 


或 者 等 价 的 形式 
X(R 十 1) 一 (4 一 LC)XCR) + Bu(k)+Ly(k) 
y(k) = x(k) 
其 中 x(k) 是 状态 向 量 , 原 系统 的 输入 ulk) 、 输 出 y(k) 都 是 观测 器 系统 的 输入 向 量 ,y (k) 为 
可 测 输出 向 量 , 输 出 方程 通常 并 不 明确 列 出 。 和 矩阵 L 称 为 观测 器 增益 矩阵 ,和 矩阵 (4 一 LC) 是 
观测 器 的 系统 矩阵 ,其 特征 值 称 为 是 观测 器 极点 。 
观测 器 系统 的 状态 向 量 通过 对 状态 方程 获得 ,初始 状态 通常 取 为 (0) 一 0。 
离散 线性 控制 系统 也 可 以 设计 降 维 观测 器 ,思路 和 连续 系统 的 降 维 观 测 器 类 似 ; 离散 
线性 系统 也 满足 分 离 原 理 , 即 基于 状态 观测 器 的 状态 反馈 闭环 系统 其 极点 由 状态 反馈 极点 
和 观测 器 极点 组 成 ,可 以 分 别 独立 设计 。 


(6. 5. 13) 
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本 章 小 结 

本 章 就 状态 空间 模型 .状态 响应 、 能 控 能 观测 、 稳 定性、 控制 律 设计 等 内 容 对 离散 控制 系 
统 特别 是 离散 线性 控制 系统 进行 了 讨论 。 

离散 系统 不 仅仅 是 连续 系统 离散 化 的 结果 ,有 些 动态 过 程 本 身 就 是 离散 的 ,如 【 例 1. 2. 4 
中 的 人 口 模型 。 

在 概念 上 ,离散 系统 的 = 平面 单位 圆 对 应 连续 系统 的 * 平面 虚 轴 ,* 平面 单位 圆 内 部 对 
应 左 半 * 平面 ,= 平面 原点 对 应 s 平面 实 部 为 负 无 穷 大 的 极点 。 

离散 系统 区 别 于 连续 系统 的 理论 特征 是 ,系统 矩阵 未 必 可 逆 导 致 的 状态 转移 矩阵 未 必 
可 逆 , 使 得 与 连续 系统 相 平行 的 能 控 性 判 据 失去 了 必要 性 , 仅 为 充分 条 件 。 


习题 6 
6.1 求解 离散 自治 系统 
Zi(k+1) 一 0.5zi(R) + ze(k) 一 3zs(R) 
za(R 十 1) = 0.5z,(k) 十 2zs(R) 
zs(R 十 1) 一 0.5zs(R) 
的 状态 响应 , 初 态 取 为 x(0)=[1 0 一 2]'。 
6.2 求解 离散 控制 系统 


二 二 音 1 = 
%(k 二 1) = 十 ul(k), x(0) 一 
1 3 0 i 


的 状态 响应 ,输入 为 单位 斜坡 函数 。 
6.3 判断 离散 自治 系统 
ZI(R 十 1) = 0. 5zx1(k) 十 zz(R) 
Za(R 十 1) 一 0.5zli(R) 十 2zz(R) 一 3zs(R) 
Zas(R 十 1) 一 0.5zs(R) 


在 原点 的 稳定 性 。 
6.4 用 基于 式 (6. 5.10) 的 迭代 方法 进行 Matlab 编程 ,求解 系统 
Zi(R 十 1) 一 0.5zl(CR) 十 zz(CR) 
Zs(k 十 1) = zi(k) — 3r2(k) ulk) 
的 控制 律 u(k) ,使 得 性 能 指标 


J = DLxT Rx) HuT ku(k)] 


k=0 
达到 最 小 ,分 别 指定 误差 矩阵 P(k) 一 P(k 十 1) 元 素 绝对 值 的 最 大 值 (终止 误差 上 限 ) 不 超过 
0.1、0.01 和 0. 001 为 终止 迭代 的 条 件 ; 简 述 终止 误差 上 限 和 P(0) 的 不 同 取 值 (0,E; ,10E,) 
对 迭代 次 数 的 影响 。 
6.5 考虑 离散 控制 系统 


和 全 0 a 
x(k 十 1) 一 [ 2 中 ww x(0) 一 | 
0 0 0 0 时 
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确定 秩 判 据 
rank[lb Ab A’b]=3 
是 否 为 系统 能 控 的 充分 必要 条 件 。 


6.6 求解 离散 系统 
ze+D=|。 i x = [| 
0 1 四 


的 状态 响应 。 以 此 判断 ,离散 系统 极点 位 于 单位 圆 上 ,系统 一 定 等 幅 振 荡 吗 ? 


站 站 站 丫 丫 站 站 口 口 
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